


Spezieller Ansatz bei spezieller Inhomogenität.

Bei Inhomogenitäten der Form

h(t) = eµt
m∑
j=0

βj t
j

kann man spezielle Ansätze zur Bestimmung von yp(t) verwenden:

Ist µ keine Nullstelle der charakteristischen Gleichung p(λ), so ist eine
spezielle Lösung mit den freien Parametern γj

yp(t) = eµt
m∑
j=0

γj t
j

Ist µ eine r–fache Nullstelle von p(λ), so ist eine spezielle Lösung

yp(t) = eµttr
m∑
j=0

γj t
j
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Ein Beispiel mit spezieller Inhomogenität.

Wir betrachten die Gleichung

y ′′ − y = tet

Die charakteristische Gleichung ist p(λ) = λ2 − 1 = 0 und µ = 1 ist eine
einfache Nullstelle.

Ansatz:
yp(t) = et(γ0t + γ1t

2)

Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt

(2(γ0 + γ1) + (γ0 + 4γ1)t + γ1t
2)et − (γ0t + γ1t

2)et = tet

Umsortieren liefert
(2(γ0 + γ1) + 4γ1t)et = tet

Daraus folgt γ0 = −γ1 = −1/4 und

yp(t) =
t

4
(t − 1)et
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Das Superpositionsprinzip und komplexe
Differentialgleichungen.

Superpositionsprinzip Gegeben sei eine inhomogene DGL der Form

L[y ] = h(t) = h1(t) + h2(t) (2)

Sind y1(t) und y2(t) spezielle Lösungen von L[y ] = h1(t) und L[y ] = h2(t), so ist
yp(t) := y1(t) + y2(t) eine spezielle Lösung von (2).

Komplexe Differentialgleichungen
Ist h(t) der Real– oder Imaginärteil einer komplexwertigen Funktion w(t),

h(t) = Re (w(t)) bzw. h(t) = Im (w(t))

und ist z(t) eine komplexe Lösung von L[z ] = w , so ist

y(t) = Re (z(t)) bzw. y(t) = Im (z(t))

eine reelle Lösung der Differentialgleichung L[y ] = h(t).
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Beispiel zum Superpositionsprinzip und komplexer
Differentialgleichung.

Ein spezielle Lösung der inhomogenen Gleichung

y ′′ + 2y ′ + 5y = e−t
(

cos t + sin(2t)
)

ist gegeben durch

yp(t) = e−t
(

1

3
cos t − 1

4
t cos(2t)

)

Beim Superpositionsprinzip betrachtet man die beiden Gleichungen

y ′′ + 2y ′ + 5y = e−t cos t

y ′′ + 2y ′ + 5y = e−t sin(2t)

Beide Gleichungen löst man durch Übergang auf komplexe Zahlen:

z ′′ + 2z ′ + 5z = e(−1+i)t bzw. e(−1+2i)t
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Kapitel 3. Lineare Differentialgleichungen

3.4 Die Laplace–Transformation

Sei F : R→ C eine reell– oder komplexwertige Funktion auf R. Die
Laplace–Transformierten von F ist gegeben durch die
Integraltransformation

f (s) :=

∫ ∞
0

e−stF (t)dt (3)

wobei s ∈ C eine komplexe Zahl ist.

Frage: Für welche Funktionen F (t) existiert das uneigentliche Integral?

Schreiben wir die komplexe Zahl s als

s = σ + iω

so folgt

f (s) :=

∫ ∞
0

e−σt
(

cos(ωt) + i sin(ωt)
)
F (t)dt
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Antwort: Wachstumsverhalten von F (t) ist entscheidend.

Satz: Ist F auf [0,∞) lokal integrierbar und erfüllt F mit gewissen Konstanten M
und σ0 eine Ungleichung der Form

|F (t)| ≤ Meσ0t für alle t ≥ 0,

so existiert die Laplace–Transformierte für alle s ∈ C mit

Re(s) > σ0

Beweisidee: Setzen wir s = σ + iω, so gilt

|e−stF (t)| = e−σt |F (t)| ≤ Me−(σ−σ0)t

Aus Re(s) > σ0 folgt also

(σ − σ0)t > 0 für alle t > 0

und damit die Konvergenz des uneigentlichen Integrals.
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Notationen und Bezeichnungen.

Sei F (t) eine reell– oder komplexwertige Funktion, für die die
Laplace–Transformierte f (s) existiert.

1 Wir schreiben auch f = L[F ]

2 Das Doetsch–Symbol lautet ◦−−−•:

F ◦−−−• f oder f •−−−◦ F

3 Eine Beziehung
f = L[F ] bzw. F ◦−−−• f

nennt man eine Korrespondenz, die Zuordnung F −→ f heißt
Laplace–Transformation.

4 Die Laplace–Transformation ist linear, d.h.

L[αF + βG ] = αL[F ] + βL[G ]

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen I für Ingenieure 106 / 200



Beispiel zur Laplace–Transformation.

Wir betrachten die Heaviside–Funktion

H(t) :=

{
0 : t < 0
1 : t ≥ 0

Die Laplace–Transformierte lautet

f (s) =

∫ ∞
0

e−st · 1 dt = −1

s
e−st

∣∣∣∣∞
0

=
1

s

für Re(s) > 0.

Dies ergibt die Korrespondenz

1 ◦−−−• 1

s
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Beispiel zur Laplace–Transformation.

Die Laplace–Transformierte von

F (t) = tn mit n = 1, 2, . . .

ist gegeben durch

f (s) =

∫ ∞
0

e−st tndt

Das Integral existiert für Re(s) > 0 und mittels partieller Integration findet
man ∫ ∞

0
e−st tndt =

n

s

∫ ∞
0

e−st tn−1dt

Eine wiederholte Anwendung der partiellen Integration ergibt die
Korrespondenz

tn ◦−−−• n!

sn+1
für n = 1, 2, . . .
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Beispiel zur Laplace–Transformation.

Gegeben sei die komplexe Funktion

F (t) = eat mit a = α + iβ.

Für die Laplace–Transformierte ergibt sich

f (s) =

∫ ∞
0

e−st eatdt =

∫ ∞
0

e−(s−a)tdt

= − 1

s − a
e−(s−a)t

∣∣∣∣∞
0

=
1

s − a

für Re(s) > Re(a) = α.

Damit erhalten wir die Korrespondenz

eat ◦−−−• 1

s − a
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Beispiel zur Laplace–Transformation.

Wir betrachten die Funktion

F (t) = sin(ω0t) mit ω0 ∈ R.

Es gilt

sin(ω0t) =
1

2i

(
e iω0t − e−iω0t

)
Wegen

eat ◦−−−• 1

s − a

erhalten wir die Korrespondenz

sin(ω0t) ◦−−−• ω0

s2 + ω2
0

denn
1

2i

(
e iω0t − e−iω0t

)
◦−−−• 1

2i

(
1

s − iω
− 1

s + iω

)
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Beispiel zur Laplace–Transformation.

Wir betrachten die Funktion

F (t) = cos(ω0t) mit ω0 ∈ R

Es gilt

cos(ω0t) =
1

2

(
e iω0t + e−iω0t

)
Wegen

eat ◦−−−• 1

s − a

erhalten wir die Korrespondenz

cos(ω0t) ◦−−−• s

s2 + ω2
0

denn
1

2

(
e iω0t + e−iω0t

)
◦−−−• 1

2

(
1

s − iω
+

1

s + iω

)
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Korrespondenztabelle.

F (t) f (s) σ0 Bemerkung

1
1

s
0

tn
n!

sn+1
0 n = 1, 2, . . .

eat
1

s − a
Re(a) a komplex

sin(ω0t)
ω0

s2 + ω2
0

0 ω0 reell

cos(ω0t)
s

s2 + ω2
0

0 ω0 reell
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Grundregeln der Laplace–Transformation.

1 Additionssatz: Für beliebige komplexe Konstanten a und b gilt

aF (t) + bG (t) ◦−−−• af (s) + bg(s)

2 Ähnlichkeitssatz: Für jede reelle Konstante α > 0 gilt

F (αt) ◦−−−• 1

α
f
( s
α

)
Beispiel: Aus

et ◦−−−• 1

s − 1

folgt

eαt ◦−−−• 1

α

1
s

α
− 1

=
1

s − α
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Grundregeln der Laplace–Transformation.

3 Differentiationssatz: F sei für t > 0 differenzierbar und es existiere die
Laplace–Transformierte von F ′. Dann gilt

F ′(t) ◦−−−• sf (s)− F (0)

Besitzt F im Ursprung eine Unstetigkeitsstelle, so ist F (0) der rechtsseitige
Grenzwert

F (0) := lim
t↘0

F (t)

Allgemein gilt für höhere Ableitungen (n ≥ 2) die Formel

F (n)(t) ◦−−−• snf (s)− sn−1F (0)− sn−2F ′(0)− · · · − F (n−1)(0)

4 Multiplikationssatz: Es gilt

−tF (t) ◦−−−• f ′(s) bzw. tF (t) ◦−−−• −f ′(s)

und allgemein

(−t)nF (t) ◦−−−• f (n)(s) bzw. tnF (t) ◦−−−• (−1)nf (n)(s)
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Grundregeln der Laplace–Transformation.

5 Integrationssatz: Es gilt∫ t

0
F (τ)dτ ◦−−−• f (s)

s

6 Divisionssatz: Die Funktion besitze den Wachstumskoeffizienten σ0,
und es existiere die Laplace–Transformierte von

G (t) :=
F (t)

t

Dann gilt für Re(s) > σ0

G (t) =
F (t)

t
◦−−−•

∫ ∞
s

f (u)du
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Grundregeln der Laplace–Transformation.

7 Verschiebungssatz: Für alle T0 > 0 gilt

F (t − T0) ◦−−−• e−sT0f (s)

8 Dämpfungssatz: Für ein beliebiges komplexes a gilt:

eatF (t) ◦−−−• f (s − a)

Beispiel: Aus

sin(ω0t) ◦−−−• ω0

s2 + ω2
0

folgt

eat sin(ω0t) ◦−−−• ω0

(s − a)2 + ω2
0
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