Fundamentalsysteme fiir Jordan—Kastchen.

Ein System in der Form eines Jordan—Kd&stchens

A 10

4l 21
-1 d 2 2
2&): S ;(‘H — ) = A1 . :
dt : 1 : Ef\—qf: }ﬁ%n_.l +T
Zr 0 A1 Zr Z‘f: 5'4‘"*:'&,
kann unter Verwendung der Einheitsvektoren el, ..., e" explizit gelost werden
(1) t/1! £/l =/ (r=1)!
1 t/1! :
. 0 )
e>\1t 7e)\lf i ,e>\1t O , 7e>\1t
: ; £/11
0 0 0 1
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Fundamentalsysteme fiir nicht—diagonalisierbare Matrizen.

Betrachten wir die Jordansche Normalform der Systemmatrix A

7z5%

J=S"'AS
so besteht die Transformationsmatrix S aus Eigen— und Hauptvektoren
A A s
@‘LIJ“'NI: i S = (VMo v v

AL A = = =
i —_ &1 &

' v Eigenvektor zum Eigenwert N,j=1,...,m

v . Hauptvektor der Stufe (k — 1), k =2,....r,

(A — )\jln)ij = Vj k-1, k = 2, i
Wir setzen nun z(t) := S~1y(t). Dann gilt
Z(t)=S7'y/(t) =S 'Ay(t) =ST'ASz(t) = Z/(t)=Jz(t)

Ein Fundamentalsystem fiir Z = J z haben wir bereits berechnet.
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Fundamentalsysteme fiir nicht—diagonalisierbare Matrizen.

Eine Riicktransformation ergibt ein Fundamentalsystem fiir y’ = Ay.

Fiir ein einzelnes Jordan—Kdstchen ergibt sich:

yll(t) — e)\ltvll

yi2(t) = eMt (% ! +v12)

1r ot T o1 1r
y'(t) = e (r—1)|v +-~-+1|v +v

Vorgehen zur Bestimmung der Losung:
@ Bestimmung der Eigenwerte, Eigen— und Hauptvektoren,
@ Berechnung der Losungen nach obiger Formel,

© Zusammenfiigen dieser Einzelmatrizen zur Fundamentalmatrix.
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Ein Beispiel fiir nicht-diagonalisierbare Matrizen.

Gesucht ist die allgemeine Losung des Systems

d 71 1 -2 1 71
| 2= 0 -1 -1 2
3 0 4 3 3

Das charakteristische Polynom ergibt A = 1 als dreifacher Eigenwert:
3 A

pa(A) =det (A —Al3) = (1— ) JL 0

J

Wir berechnen einen Eigenvektor fiir A = 1:

fh —2 1 vi 0 16
M‘H) o —2 -1 vi =10 = vi=] 0
0 4 2 vi 0 0

Da rang (A — Al3) = 2 gilt, ist die geometrische Vielfachheit g(A) = 1.
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Fortsetzung des Beispiels.

Wir benétigen Hauptvektoren der Stufe 1 und 2:

a -2 1 vZ 16 0
U—Ll!"z Golo -2 -1 iil=| 0| = V=] -4
0 4 2 vz 0 8
3 2 ® —2 1 v 0 0
Q‘M[J" R I Bil=] 4| = =1
0 4 2 Vi 8 2
Ein Fundamentalsystem ist daher gegeben durch:
16 16t 812
yie)=eht[ 0 [,y (e)=eMt| —4 [, y}(t)=eMt| —4r+1
0 8 8t +2
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Ein zweites Beispiel fiir nicht-diagonalisierbare Matrizen.

Gesucht ist die allgemeine Losung des Systems

d n 101 n

P ERCA 011 Y2

¥3 0 01 ¥3
1o o
Wieder ist A = 1 dreifacher Eigenwert von A, aber es gilt g(\) = 2. J" o A
22 AN

Es existieren also zwei linear unabhangige Eigenvektoren:

0 0 1 1 0
001 ]|]v=0 = vi=|0 ,v2:(1
0 0@ 0
EV Ev
Es gilt:
(A-X3)%=0

Wir suchen daher einen zu v! und v? linear unabhingigen Vektor v?2

(Hauptvektor der Stufe 1).
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Fortsetzung des Beispiels.

Wihlen wir v22 = (0,0,1)7, so folgt v?* = (A — Al3)v?2 = (1,1,0)".

Damit erhalten wir ein System von Eigen— und Hauptvektoren in der Form

1 1 0
vil=[ o |, v=[ 1] v?=[0
1
eV EV he
und die Jordansche Normalform von A ist
1 00
J=(0 11 mit J = ST'AS
0 01
Das zugehoriges Fundamentalsystem lautet dann
1 1
yi(t)=e [ 0 |, y()=e€ | 1], y(r)=¢
0 0 1
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Kapitel 3. Lineare Differentialgleichungen

3.3 Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung

Gegeben sei eine skalare, lineare Differentialgleichung n—ter Ordnung: é’,,['H =/

Lly] := y(8) + 201 (t)y" D (8) + - + a0(t)y(t) = h(t)

|
wobei ay(t), k =0, ...,n — 1 stetige Funktionen auf R sind. ;f_‘ »,
Eine solche Gleichung 148t sich als ein System erster Ordnung schreiben: :
n 0 1 0 »n 0
Y2 0 1 Y2 [
d : M
Bl = . . ' 1
dt S (1)
: 0 0 1 :
Vi —3a —a1 ... ... —ap—1 Vi W)

wobei
vie(t) == y* (), k=1,2,....n
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Die homogene Differentialgleichung héherer Ordnung.

Definition: Ein Funktionensystem (yy1(t),...,ya(t)) heiBt Fundamentalsystem
der Differentialgleichung

Lly) == y\(8) + an-1 ()" D (8) + -+ + ao(2)y(2) = h(t),
falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

@ Die Funktionen y(t) lésen die homogene Gleichung, d.h.
Liy\] =0, k=1,....n

@ Die Wronski—Determinante

yil\ - [ Yn

nl |

W(t) = det : :
M Y e

ist fiir mindestens ein to € R ungleich Null, W(ty) # 0.
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Bemerkungen.

o Ist W(ty) # 0, so gilt auch W(t) # 0 fiir alle t € R. Weiter 16st W(t) die
Differentialgleichung W'(t) = —a,—1(t)W(t), und daher gilt

e t
“G)"SPM}L’G) W(t) = W(t) - exp( /toanl(T)dT)

@ Ein Fundamentalsystem (y1, ..., y,) 3Bt sich durch Lésung von n
Anfangswertaufgaben (k = 1,..., n) bestimmen: 4 ° f
Ly = 0 o ¢
0) 0 : i#k—1 °~u'~ <
1 . - . W

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet
y(t) = yp(t) + Z ck yk(t

wobei y,(t) eine spezielle Lésung der inhomogenen Gleichung ist.
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Das Reduktionsverfahren. .., Lo, .o howope fusblo o

Sei u(t) # 0 eine Lésung der homogenen Gleichung L[y] = 0.
Produktansatz:

Wir suchen eine weitere (linear unabhéngige) Lésung in der Form

Die ersten Ableitungen lauten:
Y'(t) = u(t)z(t) + u(t)Z'(t)
y'(t)

Allgemein gilt dann:
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Fortsetzung des Reduktionsverfahrens.

Einsetzen in L[y] = 0 ergibt:

—
=.
\
)
X
\</-\
=
—~
~+
N—r
Il
]~
)

X
Y
~

=
=

N—r

N
=

—~~

N—r

Setzt man w(t) := z/(t), so ergibt sich eine homogene Differentialgleichung der

Ordnung L
Z bj+1 W(j)(t) =0
Jj=0
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Fortsetzung des Reduktionsverfahrens.

Ist wy, ..., w,—_1 ein Fundamentalsystem von
n—1
Z bj+1 W(J)(t) =0
j=0

_ |
so setzen wir Uk('f) - ZKHF

t
Zk(t)—/ wi (7)dT, k=1,....,n—1

to

Mit dem urspriinglichen Ansatz ist dann die Funktionenmenge
(u,_zl-u,...,ﬁil-u)
ein Fundamentalsystem das Ausgangsgleichung, also L[y] = 0 mit
LIyl == y(t) + an-1(t)y " (1) + -+ + ao(t)y(t) =0
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Ein Beispiel zum Reduktionsverfahren.

Die Differentialgleichung y” + ty’ + y = 0 besitzt die Ldsung

u(t) = e t'/2
Unser Ansatz y = u - z liefert:
y = - -z+u-Z
y// — U//'Z+2ul‘zl+U'Z”

Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt:
V'+ty+y = d'z+207 +uZ" + t(Vz+ uZ) + uz
= 2u'Z +uZ +tuz =2
Wir setzen w = Z’ und erhalten fiir w die Gleichung erster Ordnung

2u' +t
w' 4+ 2u' +tu)w =0 = W=,
u
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Fortsetzung des Beispiels.

Wir berechnen:

T 2 +tu  —2te /2 4 te=t/2 ;
oy = 71'2/2 = w = tw
u e

Damit gilt:
[ t
2[t)= w(t)y=e"? = Z(t):/ e 2dr
0

Wir erhalten damit das Fundamentalsystem

t
n(t)=u(t)=e 2 |p(t) = etz/z/ e”2dr =2
0
Die allgemeine Lésung der homogenen Gleichung lautet also

t
yu(t) = cre /2 4 C2e_t2/2/ e 2dr
0
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Die inhomogene Differentialgleichung héherer Ordnung.

Ist das Funktionensystem (y1, ..., y,) ein Fundamentalsystem, so ist die Matrix
An st yO Ly
yek= 1] ] Yo =| _
l y1(n71) o y’(lnfl)

eine Fundamentalmatrix des zugehérigen Systems erster Ordnung. Die Methode
der Variation der Konstanten ergibt dann das lineare Differentialgleichungssystem:

l

(0) (0) /
' 2 . Yn q 0
W Y Cho1 ] oo
yl(nfl) .. y,snfl) o h(t)
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Die Methode der Greenschen Funktion
(Grundldsungsverfahren).

Gegeben sei die inhomogene Gleichung mit konstanten Koeffizienten
e—————
Lly] := y () + a1y " D(t) + - - - + agy(t) = h(t)
Satz: Sei w(t) die Lésung der Anfangswertaufgabe (ﬁam;-auv)

L[W]:07 W(k)(to):{o : kzo”"an_z

1 k=n-1

Dann ist eine spezielle Lésung y,(t) der inhomogenen Gleichung gegeben
durch

..{
wo = | G(em)h(r)dr rjw (-7 ¢t hrd 7
G(t,7) = w(t—7+ 1) (Greensche Funktion)
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Lineare Gleichungen n—ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten.

Gegeben sei die homogene Gleichung

Lly] := any™(t) + an_1y "I (t) + - - - + agy(t) = h(t)

mit a; € R, i =0,...,n—1und a, = 1. Zur Berechnung eines
Fundamentalsystems machen wir den Ansatz
y(t) = e

Daraus folgt

Lly] = <i ak/\k> Mt =0
k=0

Unser Ansatz liefert eine Losung, falls A eine Nullstelle der so genannten
charakteristischen Gleichung ist:

n
p(A) == aX =0
k=0
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Die charakteristische Gleichung und Fundamentalsysteme.

Satz:

1) Ist A eine ry—fache reelle Nullstelle von p()), so existieren die folgenden
Losungen der homogenen Gleichung

ya(t) = et
}/k2(t) = t. e)\kf
yk,rk(t) — trkfl . e)\kt

2) Ist Ak eine ry—fache komplexe Nullstelle, Ax ¢ R, so sind die reellen
Losungen mit Ay = ak + Bk gegeben durch

yii(t) = 7 e cos(Bit)  yy(t) = P e sin(Bt)
und j=1,..., rx.
3) Die Loésungen aus 1) und 2) bilden ein Fundamentalsystem von L[y] = 0.
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Beispiele.

@ Gegeben sei die homogene Gleichung vierter Ordnung
yW 2y +y=0

Die zugehorige charakteristische Gleichung lautet dann: | 4
ot -
¥iavi1=0 ¢, fe ¢, te

T

und besitzt die Nullstellen A; o, =i, A34 = —i.

Ein Fundamentalsystem ist daher
yi(t) = cost y3(t) = t-cost
yo(t) = sint ya(t) = t-sint

@ Die homogene Gleichung y” — 2y’ + y = 0 besitzt die charakteristische
Gleichung A% — 2\ + 1 = 0 mit der doppelten Nullstelle A = 1. &‘f‘ +
[
!

Die allgemeine Losung ist daher

yu(t) = cre’ + cotet
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Ein Beispiel fiir eine inhomogene Gleichung.

Wir betrachten die inhomogene Gleichung

//_2I+ _it
V=2 ry =

Bei der Variation der Konstanten verwenden wir den Ansatz
yp(t) = ci(t)e + co(t)tet
Gelost werden muss dann das DGL-System

[
e_+ '(‘c,-r- I 9

1
| + aqef+ate’ = 0 ¢ = -7
t } - e t I 4
€ het)e J\@ p clet + (1 +t)et = :—2 24 =t
Man berechnet direkt
1
ca(t)=—In|t| Q=7

und eine spezielle Losung ist daher

yp(t) = —(In [t] + 1>et
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Noch einmal das Beispiel.

Wir betrachten wieder die inhomogene Gleichung

t

y'=2y +y= %
und verwenden die Methode der Greenschen Funktion: .= /]
Die Losung von Lz(f): c, i -f'f,,‘i{j
w' —2w'+w=0, w(l)=0, w/(l)=1
ist gegeben durch Also gilt fiir die Greensche Funktion
G(t,7)=w(t—7+1)=(t—7)e" "
Daraus folgt Gle) N6

/ e de

ef(—1+t—In|t|)

YP(t)
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