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Das inhomogene Differentialgleichungssystem.

Wir betrachten jetzt die inhomogene Anfangswertaufgabe

{y’(f) = A(t)y(t) +h(t)

y(to) = Yo

Zur Losung der inhomogenen Gleichung verwenden wir wie bei einer
skalaren Gleichung eine Variation der Konstanten

Ane o y(t) = Y(t) - c(t) Suobhe c=dP

Setzt man diesen Ansatz in die inhomogene Gleichung ein, erhalten wir

y(t) = Y(t)e(t) +Y(t)c(t)

= A(t)Y(t)c(t) + Y(t) (1)
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Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung.

Unser Ansatz y(t) = Y(t) c(t) l6st also die inhomogene Gleichung, falls

r*@,./ Y(t)c'(t) = h(t)

Da Y(t) regulir ist, kénnen wir dies auch in der Form ¢/(t) = Y~1(t) h(¢)
schreiben. Durch Integration erhdlt man

c(t) =co+ /t Y 1(7)h(7) dr

to

Satz: Die allgemeine Losung der |nhomogenen Glelchung lautet
J e_. -ajA.L. 4:

/770# o)
Insbesondere gilt mit co := Y(tg)"1yo gerade y(tg) = Yo. _.%h

—__ -
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Kapitel 3. Lineare Differentialgleichungen

3.2 Systeme erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Fundamentalsysteme kdnnen explizit berechnet werden, falls

A(t)=A

Die Matrix A ist dann unabhingig von t und besitzt konstante Koeffizienten.

Ansatz: Wir suchen eine Losung in der Form
y(t)=e*v  mitAe€CundveC"

Setzen wir dies in die Gleichung ein, ergibt sich
)( v = Av

y'(t) = detv = )y = Ay = eMAv

Also ist y(t) = e*v genau dann eine Losung, falls v ein Eigenvektor von A zum

Eigenwert X ist, denn 14
Ly’sz & u} y(ﬂu v
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Fundamentalsysteme bei konstanten Koeffizienten |.

Ist v ein Eigenvektor zum Eigenwert X so besitzt die Anfangswertaufgabe
{ y'(t) = Ay(t)
y(@) = v
die Losung y(t) = eMtv.

Fall 1: Alle Eigenwerte A\1,..., A, von A sind reell und es existiert eine

Basis aus reellen Eigenvektoren v!,... v".

Dann ist eine Fundamentalmatrix gegeben durch

Y(t) = (eMivl, ... Mty

Yo)= (... v)

und die allgemeine Lésung lautet
n

ya(t) =Y aeMvk, g eR
k=1
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Komlexwertige Fundamentalsysteme.

F()Q:Jef@-Al)éo:M(“”\ )

Beispiel: Wir betrachten das System

4 4 -2
" 1 -1 " (AN"+u=0
= Z
v3 4 1 y2 > @A =
4_‘1 -t
Die Eigenwerte und —vektoren sind gegeben durch A Axe

Moo= 142 vi=(1,-2)7 (AAL)V=0

=&y -a )\,A-_-g

N o= 1-2i,  v?=(1,2i)7 G

Es existiert also eine Basis aus Eigenvektoren, aber die Eigenvektoren und
Eigenwerte sind komplexwertig und ein komplexes Fundamentalsystem:

Y(t) = (eMtvy, et vy)

Wir suchen aber reellwertige Losungen!
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Fundamentalsysteme bei konstanten Koeffizienten II.

Fall 2: Die Systemmatrix A ist diagonalisierbar.

Dann existiert eine Basis des C" aus (komplexen) Eigenvektoren
vl ...,v". Die zugehorigen Eigenwerte Ay, ..., \, miissen weder reell

noch einfach sein.

Ein komplexes Fundamentalsystem fiir C" ist gegeben durch
Y(t) = (eMfvl, ..., eMty")

Die allgemeine komplexwertige Losung des homogenen Systems mit
konstanten reellen Koeffizienten lautet

(&

n =
yu(t) = Z i Mk, c €C
k=1

Bemerkung: Jede normale und damit jede symmetrische Matrix ist
diagonalisierbar.
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Komplexe und reellwertige Fundamentalsysteme.

Frage: Kann man aus einem komplexen Fundamentsystem ein

H . = = eV
reellwertiges Fundamentalsystem konstruieren? ’ﬂi v ATw v
JAG =AY =Av] = AEw TEBY

Idee: Ist A € C\ R ein komplexer Eigenwert von A, so ist auch der
komplex—konjugierte Wert A ein Eigenwert. Dementsprechend ist v ein
Eigenvektor, falls v ein Eigenvektor ist.

Fazit: Nicht—reelle Eigenwerte und —vektoren treten stets paarweise auf.

Ersetze jedes komplexwertige Paar von Eigenvektoren

yi(t) = eMv und y3(t) = &My

durch zed felg) = 5%3:; T2 = éz:-i
1 -
yl(t) = Re <e>\tV) = 5 ( AtV—|— e’\t\‘/) cR"
2 At 1/ Mo N
(1) = Im (M) = 5 (eMv—eMu) e R
i
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Ein Beispiel zu komplexen /reellen Fundamentalsystemen.

Ein komplexes Fundamentalsystem zu

) -( )0

lautet
Y(t) = (eMtvl, eM2tv?)
mit
A= 1420, vi=(1,-2)7
X o= 1-2i,  v=(1,2)"

Die beiden Eigenwerte treten paarweise auf:

=N V=
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Fortsetzung des Beispiels.

Aus den beiden komplexen Vektoren

100y _ (1420)t 1 200y (1-2nt [ 1
z'(t)=e (—2/) z°(t)=e <2i>

berechnet man die beiden reellen Vektoren
y'(t) =Re (z!(t)) und y*(t) =Im (2'(t))
also
_+ ( cos(2t) ¢ sin(2t)
yi(t)=e < 2sin(2t) > () =e < —2cos(2t) >

Damit lautet die allgemeine reelle Lésung des Systems

()=e c1 cos(2t) + ¢ sin(2t)
yrlt) = 2¢1 sin(2t) — 2¢; cos(2t)
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Fundamentalsysteme bei konstanten Koeffizienten III.

Fall 3: Die Systemmatrix A ist nicht diagonalisierbar

Hier bendtigt man die Jordansche Normalform einer Matrix:

) = s7las (whe A=57A5)
5 0

) = 5
0 J

wobei J; ein Jordan—Kastchen zum Eigenwert \; bezeichnet

—
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Fundamentalsysteme fiir Jordan—Kastchen.

Ein System in der Form eines Jordan—Kd&stchens

A 10

Pl z
-1 d 2 2
2&): S ;r('“ — . = A1 .
dt : . :
.1
Zy 0 )\1 Zy
kann unter Verwendung der Einheitsvektoren el, ..., e" explizit gelost werden
! /1 2/ = (r = 1))
1 t/1! :
. 0 )
e>\1t 7e)\lf i ,e>\1t O , 7e>\1t
: ; t/l!
0 0 0 1
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