Kapitel 2. Theorie der Anfangswertaufgaben

Wir betrachten in diesem Abschnitt stets das Anfangswertproblem
{ y(t) = f(t,y(t)
y(to) Yo

mit der rechten Seite f : D — }R‘@ definiert auf der offenen Menge D C R x R”,
und dem Anfangswert yo € D.

)/ hlef'rfh

Die Fragen, die wir beantworten wollen, sind
@ Existiert eine Losung y(t) in einer Umgebung |t — ty| < & der Anfangszeit?
@ Ist die Losung, falls sie existiert, eindeutig bestimmt?
© Wie weit l3sst sich die Losung in der Zeit fortsetzen?

@ Wie verdndert sich die Lésung bei einer Stérung der Anfangsdaten (tp,yo)
oder der rechten Seite f(t,y)?
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Kapitel 2. Theorie der Anfangswertaufgaben

2.1 Existenz und Eindeutigkeit fiir Anfangswertaufgaben

Beispiel: Wir betrachten das Anfangswertproblem ‘[“Tl
o oner—
y'(t) = Vly(t) y(0)=0 >

’ .y

Diese Gleichung besitzt beliebig viele Losungen. Fiir o, 5 > 0 sind die Losungen

7
f —i(t+a)? ¢ —o<t< —a /T
y(t) = 0 Do —a<t<Lp /
H(tmpB)? : B<t<oc

q”bbdwt\o

@ Die rechte Seite ist stetig und beschrinkt auf D =R x [—a, a], a > 0,

Man beachte die folgenden Eigenschaften der rechten Seite.

@ Die rechte Seite ist auf D nicht Lipschitz—stetig,

© Die rechte Seite ist bei y = 0 nicht differenzierbar.
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Der Existenzsatz von Peano.

Satz: (Existenzsatz von Peano (1890)) Die rechte Seite f(t,y) sei auf
einem [Gebiet D C R"*! stetig iind es gelte (to,yo) € D. night
i el Lj,auqq__

Dann existiert ein € > 0, so dass das Anfangswertproblem

Konstruktiver Beweis mittels des Eulerschen—Polygonzug—Verfahrens:
Rekursive Berechnung einer (diskreten) Naherungslésung Trea ™ L]‘(’L J
N i
tiy1 =t + hj, Yir1 =Y+ hif (t;,yi)

mit den Startwerten (tp,yo) und den Schrittweiten h;. ___+__,-—)
Niherungslésungen konvergieren gegen eine Losung fiir h; — 0. i h,
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Fortsetzbarkeit der lokalen Losung.

Bemerkung: Jede Losung eines Anfangswertproblems ldsst sich auf ein
maximales Existenzintervall —oo < tin < t < tmax < 00 fortsetzen.

Der Graph (t,y(t)) der Lésung kommt dabei fiir t — tyin bzw. t — tmax
dem Rand von D beliebig nahe, d.h. jeder Hiufungspunkt von (t,y(t)) fir
t — tmin bzw. t — tmax liegt auf dem Rand 0D.

Beispiel:
e Die Losung y(t) = exp(t) des Anfangswertproblems

to1
{(*1?)‘7 Y=y, y(0)=1 YG‘):/;@:@ .

ist auf ganz R definiert. Also ist tpin = —00 und tpax = 0.
Esist D = R? und A

im (£.y(t) = (~00,0) € dDF——

t—rtmin

lim (t,y(t)) = (o0,00) €D

t—tmax
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Weitere Beispiele zur Fortsetzbarkeit.

Beispiel:
@ Das Anfangswertproblem :
y t
{(%J.J:J; y/:_ia y(O):r>0, D:RX(anO)
y

besitzt die Lasun' Dabei ist tuin = —7, tmax = 1

und
lim (t,y(t))=(-r,0)€ 0D

t—tmin

o Fiir das Anfangswertproblem

{lta) =" Y=y y(0) =4

erhdlt man mittels Trennung der Variablen die Losung
y(t)_ _Ooztmin<t<tmax:1
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Der Existenz— und Eindeutigkeitssatz von Picard—Lindelcf.

Satz: (Picard-Lindelf) Die rechte Seite f(t,y) sei stetig auf dem Quader

Q:={(t,y) eR™ : |t—t] <a A |y —yolo < b}

AR
Ferner gelte mit den beiden Konstanten M, L > 0 7t 77_ E
-k .
Hf(tvy)H S m V(t,y) € Q z | __r____!_——a
. . . LA T
IF(£:9) ~ eyl < LISyl V(9. (ty) € Qha Fo BI™
(Lipschitz—Bedingung)

Dann besitzt das Anfangswertproblem y'(t) = f(¢t,y(t)), y(to) = yo
eine eindeutig bestimmte Lésung y(t), die mindestens im Intervall

[t0_87t0+5] m|t
E .= in a
' 7/\/I

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 48 / 200

definiert ist.



7’=W yl=o
st QC(W = m Lapsu’l e 7‘«0 €

es mwﬁ% }le Jl>o

| ”( Fw AN Vl?ﬂqé@‘
L/ﬁ il )
S gL = L2 e

;IL] Eeﬂz%nr nahe Lu ) ‘:) L [ngwi;,,j M

= j L>0 nicht CpsehTe bu O



Beweisidee zum Satz von Picard—Lindelof.

Losung dieser Fixpunktgleichung mit Hilfe einer Fixpunktiteration:

yO(t) = y(t)=yo mé‘ 79(7( f]%;?@ Ar

Die Iteration liefert in jedem Schritt eine genauere Néherungslosung

Verfahren der sukzessiven Approximation

Beweis lauft damit analog zum Beweis des Fixpunktsatzes (Analysis Il)
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Lipschitz—Bedingung und globale Existenz.

Bemerkungen:
@ Erfiillt die rechte Seite f(t,y) aufl[t1, t»] x Rﬂdie Lipschitz—Bedingung
Q) X R
I£(t,9) = F(ty)I < LIy —yl,

so besitzt das Anfangswertproblem mit to € [t1, tp] eine eindeutig bestimmte
Losung, die auf ganz [ty, tp] erkldrt ist. Man nennt dies Globale Existenz.

e Ein '|Iineares}Anfangswertproblem

'. y'(t) = A(t)y(t)+h(t)
'.| y(to)) = Yo

mit'lstetigen Funktionen A - R — R("") h:R — R"|besitzt eine eindeutig
bestimmte Lésung,@ auf ganz R definiert ist.

o Ist f(t,y) auf dem Quader @ eine C'~Funktion, so erfiillt f(¢,y) dort die
Lipschitz—Bedingung.
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Ein Beispiel zum Verfahren der sukzessiven Approximation.

Wir betrachten das Anfangswertproblem
{ y'(t) = y(1)
y(0) = 1
Dann gilt mit y(©(t) = 1
t
YA =yOw)+ [ yO)dr=1+1¢ )
0
Mit Induktion beweist man dann die Formel y%’)’qu‘& _j;?%ﬂdlr B
ko1 . A+t 1-%-!—1&—_
<t . ¢
=/’ =4-+27L41}& .

Fiir k — oo folgt demnach

y(t) = lim y¥()

k— 00
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Kapitel 2. Theorie der Anfangswertaufgaben

2.2 Abhingigkeit von Parametern, Stabilitat

Wir betrachten wieder die Anfangswertaufgabe
{y’(t) = f(t,y())
y(to) = Yo

mit einer rechten Seite f(t,y), die auf einem Gebiet D C R x R" stetig
differenzierbar sei.

Nach dem Satz von Picard-Lindelof existiert dann fiir (tp,yo) € D eine
eindeutig bestimmte lokale Lésung y(t; to, yo), die wir in D maximal
fortsetzen konnen.

Frage: Was passiert mit dieser Lésung y(t; to, o), wenn man den
Startwert (to, yo) ein wenig verschiebt?
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Das Lemma von Gronwall.

Satz: (Lemma von Gronwall) Gilt fiir eine auf |t — ty| < ¢ stetige Funktion
r(t) eine Abschétzung der Form

<a+5/ 7)dT | mita>0und 5 >0, %

so gilt fiir alle |t — to| < e die Abschitzung

s r(t) < a Pt

Beweis: Wir definieren fiir t > tg

u(t) == e Pt /tt r(T)dr

0

Damit ergibt sich fiir die Ableitung von u(t) die Beziehung

u'(t) = —Bu(t) + e Pir(t).
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Fortsetzung des Beweises.

Aus der Voraussetzung
t
r(t) §a+ﬁ/ r(t)dr mita>0und 5 >0,
to

erhalten wir unter Verwendung der Definition von u(t) gerade
e Ptr(t) < e Pta + Bu(t)
und daher folgt
u'(t) = —Bu(t) + e Ptr(t) < ae Pt
Wir schreiben diese Ungleichung als
ae Pt — /(1) >0

und integrieren von ty bis t.
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Fortsetzung des Beweises.

Integration von
'(t) < ae™ Pt

u
iber [to, t] ergibt mit u(ty) =0
o
< Z (e Pto _ o—Bt
u(t) < 5 <e e )
Nun gilt
r(t) < a+pBe Ptu(t)

< a+ aelt (e‘ﬁto — e‘ﬁt)

= qeflt-n)

Dies ergibt fiir t > tg die gewiinschte Abschitzung.
Fiir t < tg folgt die Aussage mit einer Transformation durch Spiegelung,
F(t) == r(2to — t)
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Direkte Folgerung aus dem Gronwall-Lemma.

Satz: Fiir Anfangswerte yg,zo € R" seien die Lésungen y(t; t0®) und y(t; to@)
auf dem Intervall |t — to| < ¢ definiert.

Die Konstante L > 0 sei eine Lipschitz—Konstante der rechten Seite f(t,y) auf
einem Quader @ = [ty — &, + €] X Q. i

o N ¢ &
Dann gilt fiir |t — to| < e die Abschétzung P

'/L|t—to\
lly(t; to, yo) — y(t; to, o) |l Sf\e “lyo — zo]|

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus dem Lemma von Gronwall.

[,11'7,,{ f‘-‘"—

t
y(t; to, ¥Yo) = Yo +/ f(7,y(7: to, y0))dT

to

Mittels Dreicksungleichung erhalten wir damit die gewiinschte Form

t
lly(t; to,yo0) — y(t; to, zo0)|| < [lyo — zo|| + L~ / lly(7; to,yo) — ¥(7; to, 20)||dT
N

r(t) ()

#] ebschelu_
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Bemerkungen zum letzten Satz.

Bemerkungen:

@ Der Satz besagt, dass die Losung einer Anfangswertaufgabe
Lipschitz-stetig von den Anfangswerten yg € R” abhangt.

e Fiir eine lineare Differentialgleichung

Y'(t) = Ly(t), y(t)=yo mitL>0
gilt in der obigen Abschatzung fiir t > t; stets Gleichheit:
LA+ [+ Lt—t2)
iy_,ﬁ’. -toe [=ly(tito, yo) — y(tito, z0)| = e - [yo — 2o
‘ Fiir t < tg wird der Fehler allerdings erheblich iiberschatzt, denn

y(t: to, yo) — y(t; to, z0)| = e"*7) - yg — 20| — 0
fir t = —oo0.
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