Typ E: Riccatische Differentialgleichungen.

Riccatische Differentialgleichungen sind von der Form

y'(£) + a(t)y(t) + b(t)y?(t) = c(t)
Sie lassen sich nur in speziellen Fallen in geschlossener Form [3sen:
Ist eine spezielle Losung y,(t) bekannt, so liefert die Substitution

1

O = D0

beziehungsweise
1

y(t) = yp(t) + PO)
die lineare Gleichung
u'(t) — [a(t) + 2b(t)yp(t)]u(t) = b(t)
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Ein Beispiel fiir eine Riccatische Differentialgleichung.

Wir betrachten die Gleichung

y'(t) = =2t + 3ty (t) — ty*(1),

die y,(t) =1 als spezielle Lésung besitzt. > 7“' =ﬁ:
Die Substitution u(t) = 1/(y(t) — 1) bzw. y(t) =1+ 1/u(t) liefert
U(t) = -’y = (=2t +3ty(t) — ty*(t))
3t 2t t
= ( 2t+3t+—t——2>:—tu(t)+t
u u 3
Die allgemeine Lésung dieser linearen Gleichung ist u"(-H :ce-ﬁ'“— - ¢ c—z
t2 A Won. 4. Wons
u(B) =Ly C&&_z) 72 At
L"tl" U, 3. G
und daher gilt —

1
14+ C-exp (—%)
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Typ F: Exakte Differentialgleichungen.

Gegeben sei die Differentialgleichung /% shele. , richt pudomo—
eypf\;.f s ’ilh-‘n ,{0&5 ﬁ'l:#:-’)
g(t,y(t)) + h(t,y(t)) y'(t) =0

Definition: Existiert eine

oo(t,y) ov(t,y)
5 =g(t,y) und T = h(t,y),

Funktion ®(t,y) mit

so nennt man die Differentialgleichung g

Dann folgt § "
T

do(t,y(t)) _ (¢, y(t)) . 9%(t, y(t)) Y (t) =0

dt ot Oy
und die Lésungen der Gleichung sind gegeben durch
. 1
mehe] o(t,y(t) = C € R
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Analysis Il Integrabilitatsbedingung bei Vektorfeldern.

= — L = E.:La
Definieren wir ein Vektorfeld F(t,y) durch ih+ ﬁ)’i— JJT\/ 3’71 “—g
. L
F(t.y) = (g(ty) hey)T,  FiRE =L

so heiBt Differentialgleichung exakt, falls F ein Potential besitzt: dh. F’V}é
g(t,y) = ®u(t,y), h(t,y) =, (t,y) e

Dies geht nur mit einer zusatzlichen Eigenschaft des Potentials F, der
Integrabilitéitsbedingung

Satz: Sind die beiden Funktlonen g(t,y) und h(t, y) stetig differenzierbar und ist
der Definitionsbereich s so besitzt das Vektorfeld F ein
Potential ¢ genau dann, wenn im Definitionsbereich die Bedingung

erfiillt ist.
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{ZIB H(m Jir + §u(m)4m
b, (ts) - ) S
4 (ta) = 9lip) + j h (] = ftn) t ;76‘ [b -

=5 5T+ fog) gl



Berechnung des Potentials einer exakten DGL.

Das Potential ®(t,y) einer exakten Differentialgleichung kann mit
Kurvenintegralen berechnet werden:

o(t,y) = / F(r.n)d(r.1)
<

t,y)

Dabei ist c(¢,,) eine C*~Kurve, die den festen Punkt (to, yo) mit dem
variablen Punkt (t,y) verbindet.

Beispiel: Im Zweidimensionalen (D = R?) kann man den Hakenweg
(t07y0) - (tayO) - (t7)/)

wahlen und erhalt fiir das Potential die Darstellung

o) = [ strw)dr+ [enan

to
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Ein Beispiel fiir eine exakte Differentialgleichung.

Gegeben sei die Differentialgleichung
2 GL-_\ / 2
142ty +y?)+ (t°+2ty)y’ =0  ((t,y) eR?)
Es gilt he = &y oo bl ool

9(t2+2ty): 88 (L+2ty +y*) =2(t+y) e‘f‘u

ot dy
und die Integrabilitdtsbedingung ist erfiillt, d.h. die Gleichung ist exakt.
Erster Schritt zur Berechnung des Potentials

od
T —g=1+2t 2
ot g +2ty +y

Eine Integration beziiglich t ergibt
_oerE PR
o(t,y) = t(1+y*) + t°y + C(y)
Beachte: Integrationskonstante kann von y abh&ngen!
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Fortsetzung des Beispiels.

Nach dem ersten Schritt gilt
o(t,y) = t(1+y?) + t’y + C(y)

Zweiter Schritt: Die Funktion C(y) kann aus der Integrabilitdtsbedingung

bestimmt werden.

Es muss gelten
oo
—=h=t"+2ty ~
dy

Einsetzen des Ergebnisses aus dem ersten Schritt liefert

2ty + 2+ C'(y)=t*+2ty = C(y)= const.

Die Lésung_

Differentialgleichungen | fiir Ingenieure
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Die Methode des integrierenden Faktors.

Gegeben sei die nicht exakte Differentialgleichung

g(t.y) +h(t,y)y' =0 SR

Wir suchen nun eine Funktion m(t,y) so, dass die Gleichung

m(t,y)g(t,y) + m(t,y)h(t,y)y' =0
Suche T{’ )bf_: WOE-

eine exakte Differentialgleichung ist.

fi g, mh }b = mh
Bedingung: Die Inte rablIltatsbedlngungeMussen erfiillt sein, d.h.
/ 0 0
., — 9y = —(m-h
yp = e, = g(m b= (meg) =0
Daraus ergibt sich die Bedingung: or ol YA
e

pom _ omy\
at %oy
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Zwei einfache Sonderfille.

Die Bedingung

om om oh Og
h—— —g+— = 5. =0
( ot g8y>+m<8t ay) y
wird in den beiden folgenden Spezialféllen deutlich einfacher. ) Irn‘f'ey.nlpljf..,\l 2
@ 1. Fall: Wir nehmen an, dass m = m(t) nur von t abhangt. oo ?

T

Bed.: hdangt nur von t ab

@ 2. Fall: Wir nehmen an, dass m = m(y) nur von y abhangt.

AN
5 [Gog)e] -

Bed.: hangt nur von y ab
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Beispiel mit integrierendem Faktor.

Gegeben sei die nicht exakte Gleichung L, i ;7 + JI-'|+: y= 2%

G o)+ (- 2y =0

Es gilt:

Unser Ansatz lautet

-1 A
_ din - ¥
dm 1 1
—=——-m(t) = m(t)=
dt t t N
Damit ist die DifferenE'al%Ieichungt:h‘h -1 = E? = h=1
L1 D 1 /
T T Ty H -y =00 (6#£0)

t
4= (gt =4 H-t;+4y)
exakt und die (implizite) Losung ist gegeben durch{;
L 1=

[ ~
- . ~t4Cp = h = y-t
o(t,y(t)) = In|t| — ty(t) + =y?(t) = const. Z:f:_;?

Z
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Kapitel 1. Gewohnliche Differentialgleichungen

1.3 Elementare Losungsmethoden fiir leferentlalglelchungen

zweiter Ordnung e )’CTL {(T )

Typ A: Gegeben sei eine Gleichung zweiter Ordnung der Form
: Al
y//(t) — f(t,y,(t)) E‘Jn-b e.:\frxttut;.

[
Beachte: die rechte Seite der DGL héangt nicht von y(t) ab.

Setzen wir z(t) := y'(t), so erhalten wir eine Gleichung erster Ordnung;:

Z'(t) = f(t,2(1))

LaBt sich diese Gleichung 16sen, so folgt

WO =) + [ =r)ar

to
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A Fo=yE Geudkck
AF},H“M‘() )IE ’ .
F;(Hbf) ’EHHS’E_‘Q,

Fadat)
U¢+ +(= 7;)‘ ‘=

F\ A-"]l? é‘t IA -f |I.‘j{||?
! F t o‘* -
E;&J — _U(_ia_J_E’_H_} = ¢ A+(_}f}1.

[ I — Ryl < Ry
aﬂ/



}f@: u C,,A@‘f-f-c,l)f-c % 7 ¢ C 'f
2 (‘(1):
7@) ::?li . -



Ein Beispiel zu Typ A.

Die sogenannte Kettenlinie ist die Lésung der Gleichung

y'(t) = kv/1+ (v (1)

Die Subtitution z(t) := y’(t) ergibt die Gleichung erster Ordnung

Z'(t) = ky/1+ 22(t) Sepmm;l')-\

Mittels Trennung der Variablen findet man

dz .
— = = c
B B
und daher [
= z(t) = sinh kt + c1
7
mit der Integrationskonstanten c;.

Integration von z(t) ergibt die Kettenlinie y(t) in der Form

[— 1
|' y(t) = p cosh(kt + c1) + 7
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1 1 _
_\}i:._ :—%2 _;.%_‘)’ \(:c.z-v V=
dt 4 _ 4 dy
dg T v I P L P
Qncse = = g|—1-l::;~.-" = j»a"ﬁ =+
(' Y=< sth G-%}F'

\/:‘al_:’t ‘ﬂ_ L e b TW;B



1.3 Elementare Losungsmethoden fiir
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Typ B: Gegeben sei eine autonome Gleichung zweiter Ordnung

y"'(t) = fy(1),¥'(1))

Nimmt man an, dass die Losung auf einem Intervall streng monoton ist, so
existiert die Umkehrabbildung t = t(y) und

e
Yy) e

Die Substitution,"lv()f/P)F:: y'(t(y)) erglbt die leferentlalglelchung erster Ordnung

[ — - {(7(
=) = s Fy | (%=
\’_"/:‘_._/m__ _J

Ist die Losung v(y) bekannt, so erhilt man y(t) durch Auflsen von
dt 1 &fyhl..“'l

_ P A
DTy T /yo v(y)
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1.3 Elementare Losungsmethoden fiir
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Typ C: Betrachte den Spezialfall einer autonomen Gleichung der Form
/
YI) = Fly(r) ekt gl b
Man berechnet

') = / fy)dy = F(y) + C

k‘<\
k<\

Il
Py
S
k‘<\

N~

= y' =xV2(F(y)+ C)
Die Funktion y(t) sei auf einem gewissen Bereich invertierbar
dt 1

dy  ~ 2(F(y) + Q)

Dann erhdlt man y(t) durch Auflsen von

) — dy
=t == [
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Kapitel 2. Theorie der Anfangswertaufgaben

Wir betrachten in diesem Abschnitt stets das Anfangswertproblem
{ y(t) = f(t,y(t)
y(to) Yo

mit der rechten Seite f : D — JR@ definiert auf der offenen Menge D C R x R”,
und dem Anfangswert yo € D.

ha’f‘-’l
y Vek

Die Fragen, die wir beantworten wollen, sind
@ Existiert eine Losung y(t) in einer Umgebung |t — ty| < & der Anfangszeit?
@ Ist die Losung, falls sie existiert, eindeutig bestimmt?
© Wie weit l3sst sich die Losung in der Zeit fortsetzen?

@ Wie verdndert sich die Lésung bei einer Stérung der Anfangsdaten (tp,yo)
oder der rechten Seite f(t,y)?
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Kapitel 2. Theorie der Anfangswertaufgaben

2.1 Existenz und Eindeutigkeit fiir Anfangswertaufgaben

Beispiel: Wir betrachten das Anfangswertproblem {m
Q‘Jonnv-
y'(t) = Vly(t) y(0)=0 >

)

.
7
Diese Gleichung besitzt beliebig viele Losungen. Fiir o, 5 > 0 sind die Losungen
7a
—i(t+a)? ¢ —o<t< —a

y(t) = 0 Do —a<t<p [

H(t=pB)? : B<t<oo (”‘
/ 0(1'65%

Man beachte die folgenden Eigenschaften der rechten Seite.

N

@ Die rechte Seite ist stetig und beschrinkt auf D =R x [—a, a], a > 0,
@ Die rechte Seite ist auf D nicht Lipschitz—stetig,

© Die rechte Seite ist bei y = 0 nicht differenzierbar.
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