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Ein Beispiel fiir eine separierbare Differentialgleichung.

Wir betrachten die Anfangswertaufgabe

{ yi(t) = —tfy = (1) ;’

y(t) = o

Trennung der Variablen ergibt

2 [ L4

Damit folgt y (3) fa 1
2 2

Yy YO 1 2 2 D) 2 2 2 2

?_jz_i(t—to) = Yy +t=yt+tg=r

Wir erhalten also als Losung einen Kreis um den Ursprung in der
(t,y)-Ebene mit Radius r.
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Typ B: Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen.

Eine Differentialgleichung der Form Sholon /’-3&7‘
el d

)= ]

auf eine separierbare Gleichung zuriickfiihren. Wir schreiben

fu) =y'(t) = (tu(t)) = u(t) + tu'(t)

Aufldsung nach o/(t) ergibt die separierbare Gleichung
f(U) —u _ A . ,'4 ‘-l.
w(p="020 < (fr4)
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Ein Beispiel fiir eine Ahnlichkeitsdifferentialgleichung.

Gesucht ist die Ortslinie aller Punkte, fiir die der Tangentenabschnitt auf
der y—Achse gleich dem Abstand des Punktes vom Ursprung ist.

Das Problem wird modelliert durch die zugehorige Differentialgleichung

skl
2
y_ty/: /t2+y2 :> y/:X_ 1+<X) - /“'.94.4*
t t L 2 plat-
Wir verwenden die Substitution u = y/t: {(X}
~

- t T
Eine Trennung der Variablen liefert zunachst

[ A==/
1+u2 t

In (u+\/1—{—u2) =—Inlt|+ G \\

[
S V14 u? -4

und damit
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Fortsetzung des Beispiels.

Aus der Beziehung (siehe Skript Analysis Il, Seite 37)

arsinh(u) = In (u +v1+ uz)
ummfum s
f0|gt CLES )
u=sinh(—In|t| + G)

und damit durch Riicksubstitution

u = X — 1 eicl _Iltllle_CI
t 2\ It

Wihlt man C = e, so erhalten wir ][““ tso

£2

2y =C— —

Y C
und es ergibt sich als Losung die Parabelschar
t* = C*>—2Cy
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Typ C: Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung.

Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung sind von der Form

y'(t) + a(t)y(t) = h(t).

a———

Man nennt die Funktion h(t) die Inhomogenitét der Gleichung.

5T

Die Differentialgleichung heiBt homogen, falls h(t) =0 gilt.lnhwq&’w

Die allgemeine Loésung 138t sich stets in der Form

y(t) = yp(t) + ya(t)

schreiben.

Dabei ist y,(t) eine spezielle (oder partikuldre) Losung, und yp(t) ist
die allgemeine Losung der homogenen Gleichung

f'f:ly/g(t) + a(t)yn(t) =0
L
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|. Berechnung der allgemeinen Lésung der homogenen
Gleichung.

Eine Trennung der Variablen

/
Y
yp(t) +a(t)yn(t) =0 = ;: = —a(t)
ergibt mit Hilfe einer Integration
d
D _ / a(t)dt
Yh
(&
die allgemeine Losung
.—-I-'-'-_______
r"

0
mit einer beliebigen Integrationskonstanten C € R.

Ingenuin Gasser Skript auf Grundlage der ents

C=git-)
yh(t) = C-exp | — t a(r)dr
L f
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Il. Berechnung einer speziellen Losung der inhomogenen
Gleichung.

loAlotte /1

Dazu verwendet man die Methode der Variation der Konstanten

c@ exp</ )dr> | ot

H AT
Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt cli/=nll e
exp T)dT t\j/p (1) + aﬁ'p/ = h(t

Durch Integration der leFerentlaIgIelchung fir C(t) erhalten wir

C(t) = / hr) -0 A s(€)d€ ) dr
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Spezialfalle zur Berechnung einer speziellen Losung.

Fiir lineare Gleichungen der Form
y'(t)+a-y(t)=h(t) mitaeR

und speziellen Inhomogenitaten h(t) macht man folgende Ansitze:-,
Flethote L

H Inhomogenitat h(t) H Ansatz fiir y,(t) H

m m
Z bktk Z thk
k=0 k=0

by cos(wt) + ba sin(wt) csin(wt — )

bert ceM fiir A # —a

cteM fir\= —a
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Ein Beispiel fiir einen solchen Spezialfall.

Wir betrachten die Differentialgleichung off]=1 W= 5

y'(t) +y(t) =sint

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet

ya(t) = C - exp <_ /t/rt dT> — Cexplto— 1)

0

Bei der Variation der Konstanten ist der Ansatz

yp(t) = C(t) - exp(to — t)

YT = l"kef?
Ein Einsetzen des Ansatzes ergibt schlieBlich
+
t T-1, +1c ;
C(t) :/ sin(T)-exp(T—to)dej'"[jC J"'J:ﬁb‘
to 2
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Fortsetzung des Beispiels.

Nach der Tabelle auf Seite 24 suchen wir eine spezielle Lésung der Form
Ansh Yp(t) = Csin(t —7) - ?3 (’L‘?)
Ein Einsetzen von y,(t) in die Differentialgleichung ergibt
Ccos(t —)+ Csin(t —v) =sint .

Mit Hilfe der Additionstheoreme folgt /

v

C(cos t cos~y + sin tsin~y) + C(sin t cosy — costsiny) =sint

Wir erhalten also E%Zé-;

Ccost(cosy —siny)+Csint(siny + cosy) =sin t
—_—— —_—

=0 1/C

Daraus folgt
y=m7/4 und C=1/V2
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Typ D: Bernoullische Differentialgleichungen.
d(r?&i..'r ’,/’M

Bernoullische Differentialgleichungen sind von der Form 5{,2.1; il o

Y'(8) + a(t)y(t) + b(t)(y(£)* =0  mit« #0,1
[ fnlrynju-__\h.,_?__

Sle lassen 5|ch mit der Substitution /d
(Ao J o2y +{det) e 1"'-"‘ —_F/smb»
o T u(t) = ()

| stets auf lineare Differentialgleichungen zuriickfiihren:

\s U (t) + (1 — a)a(t)u(t) = (o — 1)b(t)

Probleme ergeben sich bei der Riicksubstitution

1 1

y = Yyl-«a

Zum Beispiel kann y(t) (in endlicher Zeit) singuldr werden.

27 / 200
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Ein Beispiel fiir eine Bernoullische Differentialgleichung.

Wir betrachten die Differentialgleichung
y'(8) = y() +t%(t) U = A
Die Substitution u(t) = 1/y(t) ergibt )
u'(t) + u(t) = —t Wi =-1
Die allgemeine Loésung u(t) lautet dann

u(t) = C-e + 1—t
allg. Lsg. homog. Glchg.  spez. Lsg. inhomog. Glchg.

Nach Riicksubstitution erhalten wir die allgemeine Lésung y(t) in der Form

/l 1
ak = oy(t) mit der Konstanten C

T 1-t+C-é& Vo, loel in oubhife 2uh =©

Mit y(0) = 2 existiert die Lésung nur auf dem Intervall [-1.6783...,0.7680...].
= 4

Z
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Typ E: Riccatische Differentialgleichungen.

Riccatische Differentialgleichungen sind von der Form
y'(£) + a(t)y(t) + b(t)y?(t) = c(t)

Sie lassen sich nur in speziellen Fallen in geschlossener Form [3sen:

Ist eine spezielle Losung y,(t) bekannt, so liefert die Substitution

1

4 = D

beziehungsweise
1

y(t) = yp(t) + 0
die lineare Gleichung
u'(t) — [a(t) + 2b(t)yp(t)]u(t) = b(t)
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Ein Beispiel fiir eine Riccatische Differentialgleichung.

Wir betrachten die Gleichung

y'(t) = =2t + 3ty(t) — ty*(t),
die y,(t) =1 als spezielle Losung besitzt.
Die Substitution u(t) = 1/(y(t) — 1) bzw. y(t) =1+ 1/u(t) liefert

U(t) = -’y = —uP(=2t +3ty(t) — ty*(t))
3t 2t t
= ( 2t+3t+—t——2>:—tu(t)+t
u u

Die allgemeine Losung dieser linearen Gleichung ist

u(t)=1+ C-exp <—t22)

und daher gilt
1

14+ C-exp (—%)

y(t)=1+
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