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Name:

Vorname:

Matr.-Nr.:

Stg: AIW BU CI ET GES IN LUM MB MTB SB BV EUT VT

Wertung nach PO : zus. mit Analysis III Einzelwertung
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Aufgabe 1: (6 + 3 + 1 Punkte)

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

ẏ (t) = A · y (t) =





0 1 2
1 0 1
0 0 −2



 · y (t).

a) Bestimmen Sie die allgemeine Lösung des Systems.

b) Bestimmen Sie die Lösung y (t) der zugehörigen Anfangswertaufgabe mit

y (0) =





3
−1
−2





und berechnen Sie für diese Lösung lim
t→∞

y (t) .

c) Konvergiert die Lösung des Systems aus Teil a) für beliebige Anfangsbedin-
gungen gegen die Nulllösung? Bitte begründen Sie Ihre Antwort.

Lösung :

a) Berechnung der Eigenwerte von A :

P (λ) :=det





−λ 1 2
1 −λ 1
0 0 −2 − λ



 = (−2− λ) · det

(

−λ 1
1 −λ

)

= (−2 − λ) · (λ2 − 1).

P (λ) = 0 =⇒ λ1 = −2 , λ2 = −1, λ3 = 1 . (2 Punkte)

Berechnung der Eigenvektoren:

λ1 = −2 :




2 1 2
1 2 1
0 0 0



 ·





v1
v2
v3



 =





2v1 + v2 + 2v3
v1 + 2v2 + v3

0



 =





0
0
0



 .

1. Zeile −2× 2. Zeile: −3v2 = 0 .

Einsetzen von v2 = 0 in die 1. oder 2. Zeile: v3 = −v1 .

Zum Beispiel v [1] :=





1
0
−1



 und damit y [1](t) = e−2t





1
0
−1



 . (2 Punkte)
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λ2 = −1 :




1 1 2
1 1 1
0 0 −1



 ·





v1
v2
v3



 =





v1 + v2 + 2v3
v1 + v2 + v3

−v3



 =





0
0
0



 .

3. Zeile v3 = 0 .

Einsetzen von v3 = 0 in die 1. oder 2. Zeile: v2 = −v1 .

Zum Beispiel v [2] :=





1
−1
0



 und damit y [2](t) = e−t





1
−1
0



 . (1 Punkt)

λ3 = 1 :




−1 1 2
1 −1 1
0 0 −3



 ·





v1
v2
v3



 =





−v1 + v2 + 2v3
v1 − v2 + v3

−v3



 =





0
0
0



 .

3. Zeile v3 = 0 .

Einsetzen von v3 = 0 in die 1. oder 2. Zeile: v2 = v1 .

Wir können also zum Beispiel v [2] :=





1
1
0



 und

y [3](t) = et





1
1
0



 (1 Punkt)

wählen.

Die allgemeine Lösung ist: y (t) = c1 y [1](t) + c2 y [2](t) + c3 y [3](t) .

b)

y(0) = c1 e
0





1
0
−1



 + c2 e
0





1
−1
0



 + c3 e
0





1
1
0





!
=





3
−1
−2



 (1 Punkt)

⇐⇒











c1 + c2 + c3 = 3

−c2 + c3 = −1

−c1 = −2 ⇒ c1 = 2

Neues System:











c2 + c3 = 1

−c2 + c3 = −1

c1 = 2

. (1 Punkt)



Differentialgleichungen I, WS 2014/2015, 18.02.2015, Lösungen (Gasser/Kiani)4

Addition der ersten beiden Zeilen des ergibt: c3 = 0 und damit folgt c2 = 1 .
Die Lösung der Anfangswertaufgabe lautet:

y (t) = 2 · y [1](t) + y [2](t) = 2e−2t





1
0
−1



 + e−t





1
−1
0



 .

lim
t→∞

y (t) =





0
0
0



 . (1 Punkt)

c) Nein, die Lösung aus a)

y(t) = c1 · y
[1](t) + c2 · y

[2](t) + c3y
[3](t)

= c1 e
−2t





1
0
−1



 + c2 e
−t





1
−1
0



 + c3 e
t





1
1
0





konvergiert nicht für beliebige Anfangswerte gegen Null. Sie konvergiert
genau dann gegen die Nulllösung, wenn die Anfangswerte so beschaffen
sind, dass c3 verschwindet! (1 Punkt)
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Aufgabe 2:

a) Gegeben sei das nichtlineare Differentialgleichungssystem

y ′ =

(

y′1
y′2

)

= f (y ) =

(

y22 − 2y21 · y2
2y31 − y21 · y2 − y1 · y2

)

.

(i) Welche Aussage liefert die Linearisierung über die Stabilität des stati-
onären Punktes y∗ =

(

0
0

)

des Systems?

(ii) Prüfen Sie, ob V (y1, y2) = y21 + y22 eine Ljapunov-Funktion des Sy-
stems im Punkt y∗ =

(

0
0

)

ist.

(iii) Was schliessen Sie aus Teil ii) bezüglich der Stabilität des stationären
Punktes y∗ =

(

0
0

)

?

b) Bestimmen Sie alle stationären Punkte des ( 1× 1 ) Systems

y′ = f(y) = y2 − 4

und untersuchen Sie diese auf Stabilität.

Lösung:

a) (i)

JF (y1, y2) =

(

−4y1 · y2 2y2 − 2y21

6y21 − 2y1 · y2 − y2 − y21 − y1

)

=⇒ JF (0, 0) =

(

0 0

0 0

)

Mit Hilfe der Linearisierung ist keine Aussage möglich. % (2 Punkte)

(ii) Mit V (y1, y2) = y21 + y22 gilt V (0, 0) = 0 sowie

V (α, β) > 0 ∀ (α, β) 6= (0, 0). . (2 Punkte)

Es gilt

∇V · f = 2y1 · y
2
2 − 4y31 · y2 + 4y31 · y2 − 2y21 · y

2
2 − 2y1 · y

2
2 +

= (2− 2)y1 · y
2
2 + (4− 4)y31 · y2 − 2y21 · y

2
2 = − 2y21 · y

2
2 ≤ 0.

V ist also eine Ljapunov-Funktion. (4 Punkte) .

(iii) Nach Teil ii) ist die Nulllösung stabil. (1 Punkt)

b) y′ = f(y) = y2 − 4 = 0 =⇒ y1 = −2, y2 = 2 (1 Punkt)

Jf(y) = (y2 − 4)′ = 2y

Jf(y1) = −4 =⇒ y1 ist stabil. (1 Punkt)

Jf(y2) = +4 =⇒ y2 ist instabil. (1 Punkt)


