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Sie haben 60 Minuten Zeit zum Bearbeiten der Klausur.
Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt
mit Threm Namen und Ihrer Matrikelnummer.

Tragen Sie bitte zunéchst Thren Namen, [hren Vornamen und Thre Matrikelnum-
mer in DRUCKSCHRIFT in die folgenden jeweils dafiir vorgesehenen Felder
ein.

Diese Eintragungen werden auf Datentrédger gespeichert.
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Ich bin dariiber belehrt worden, dass die von mir zu erbringende Priifungsleistung
nur dann bewertet wird, wenn die Nachpriifung durch das Zentrale Priifungsamt
der TUHH meine offizielle Zulassung vor Beginn der Priifung ergibt.

(Unterschrift)

Losen Sie die 2 angegebenen Aufgaben. Pro Aufgabe werden 10 Punkte vergeben.

Aufg. Punkte Korrekteur

1
2
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Aufgabe 1: (6 + 3 + 1 Punkte)

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

2

1
0 1 |- -y(t).
0 -2

yt) = A-y(t) =

o = O

a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Systems.

b) Bestimmen Sie die Losung y (¢) der zugehorigen Anfangswertaufgabe mit

3
y(0)=|-1
—2

und berechnen Sie fiir diese Losung tlim y ().
—00

c) Konvergiert die Losung des Systems aus Teil a) fiir beliebige Anfangsbedin-
gungen gegen die Nulllosung? Bitte begriinden Sie Thre Antwort.

Losung :

a) Berechnung der Eigenwerte von A :

-\ 1 2 a1
P(A):=det [ 1 =\ 1 = (=2 —\)-det ( ) _A) = (=2-XN)-(N=1).
0 0 —-2-2)
PAN)=0= \=-2, = -1, A= 1. (2 Punkte)

Berechnung der Eigenvektoren:

)\1 — —2
2 1 2 (%1 2U1 + vy + 2U3 0
1 21 | V2o = U1+ 21)2 + vs = 0
0 00 U3 0 0

1. Zeile —2x 2. Zeile: —3vy = 0.

Einsetzen von vy = 0 in die 1. oder 2. Zeile: v3 = —wv;.
1 1
Zum Beispiel v := [ 0 | unddamit y(t)=e2 [ 0 |. (2 Punkte)

—1 —1
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)\2 = —1:

1 1 2 1 U1 + U2 + 21)3 0

1 1 1 vy ] = V1 + vy + U3 =10

0 0 —1 U3 —v3 0
3. Zeile v3 =0.
Einsetzen von v3 = 0 in die 1. oder 2. Zeile: vg = —wv;.

1 1
Zum Beispiel v1@ := [ -1 | und damit y () = e [ -1 |. (1 Punkt)
0 0

)\3 = 1 .

-1 1 2 U1 —V1 + Uy + 2v3 0

1 —1 1 . (%) = U1 — Vg + V3 = 0

0 0 -3 V3 —7vV3 0
3. Zeile v3 =0.
Einsetzen von v3 = 0 in die 1. oder 2. Zeile: vy = vy .

1
Wir kénnen also zum Beispiel v := [ 1] und
0
1
yBl)y=¢ [1 (1 Punkt)
0

wahlen.

Die allgemeine Losung ist: y (1) = c¢; yM(t) + co y (1) + 5 yB(2).

b)
1 1 1 ' 3
y(0)=c1e’ [ 0 | + 2e” [ =1| +3¢”[1] = | -1 | (1 Punkt)
-1 0 0 -2

Cl‘l—CQ‘l—Cg: 3

<~ —Cy+c3= —1
—C1 = -2 = c1 = 2
co+ecz3=1
Neues System: ¢ —co +c3 = —1 . (1 Punkt)

C1:2
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Addition der ersten beiden Zeilen des ergibt: c¢3 = 0 und damit folgt co = 1.
Die Losung der Anfangswertaufgabe lautet:

yt) =2-yWe) + yB)y =272 0 | + et -1

lim y (t) = . (1 Punkt)
t—o0

o O O

c¢) Nein, die Losung aus a)

y(t) = e y!l(t) + e2 yP(t) + eyP()

1 1 1
= e 2 0 + et =1 + € |1
-1 0 0

konvergiert nicht fiir beliebige Anfangswerte gegen Null. Sie konvergiert
genau dann gegen die Nulllosung, wenn die Anfangswerte so beschaffen
sind, dass c3 verschwindet! (1 Punkt)
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Aufgabe 2:

a) Gegeben sei das nichtlineare Differentialgleichungssystem

/ 2 2
S A _ Ys — 2y1 - Yo
Y (y’2> Fy) (2y§’—yf~yz—y1'yz> '

(i) Welche Aussage liefert die Linearisierung iiber die Stabilitit des stati-
ondren Punktes y* = (8) des Systems?

(ii) Priifen Sie, ob V(yi,y2) = 3 + y3 eine Ljapunov-Funktion des Sy-

stems im Punkt y* = (8) ist.

(iii) Was schliessen Sie aus Teil ii) beziiglich der Stabilitét des stationédren

Punktes y* = () ?

b) Bestimmen Sie alle stationdren Punkte des (1 x 1) Systems

y'=fly) =y —4

und untersuchen Sie diese auf Stabilitat.
Losung:
a) (i)

—dy, - 2y — 242 00
JF(yl,yz)=< e - yl) — JF(0, 0):( )

6y —2y1-y2 — Y2 —Yi— W 0 0

Mit Hilfe der Linearisierung ist keine Aussage moglich. % (2 Punkte)
(i) Mit V(y1,y2) = y? +y3 gilt V(0,0) =0 sowie
Vi, B) >0 Y (a, B) # (0,0). . (2 Punkte)
Es gilt
VV - f=2y-vys —4y8 v + 440 y2 — 207 95 — 2y1 - 95 +
=2-2y-ys + A=y} yp — 2y7-y3 = =2y -y3 < 0.

V' ist also eine Ljapunov-Funktion. (4 Punkte) .
(iii) Nach Teil ii) ist die Nulllosung stabil. (1 Punkt)

b) /:f(y):y2—4:0:y1:—2,y2:2 (1 Punkt)
Jfy) = (y*—4) =2y

Jf(y1) = —4 = y; ist stabil. (1 Punkt)

Jf(

y2) = +4 = 7o ist instabil. (1 Punkt)

<



