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Differentialgleichungen I, SoSe 2015, 28.08.2015 (Gasser/Kiani)

Aufgabe 1: 3 + 7 Punkte
a) Bestimmen Sie die Losung der Anfangswertaufgabe

/

(e 1
=yt ()= 2

b) Gegeben sei das nichtlineare Differentialgleichungssystem

—4y1 + y3 — 3u3

/
% % 2 2
y=|w]|. y=|wn]|=Ffy)=| n-"3R"+y
ys Ys 2y1 — 4y + v
0
Untersuchen Sie den Gleichgewichtspunkt y*:= [ 0| auf Stabilitét.
0

Losung:

— - =
)
1
b) J f(y,y2y3) = |21 =3 2u3
> 1647 1
-4 0 =3

0 -3 0 [2 Punkte]

— A :=J £(0,0,0) =
2 0 1
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Eigenwertberechnung:
—4 -\ 0 -3
det(A — AE) = det 0 -3 -X 0
2 0 1—A

—4 — )\ -3
:(—3—/\)det< ) 1_)\>:

= (32 (-4 =11 =) + 6)]
= (—=3—=N)(N\+3XA+2). [2 Punkte]

det(A—AE) =0 = A=-3V(N+3\1+2=0 <= (A=-1VA=-2))
Die Eigenwerte von J f(0,0,0) sind also
/\1 = —]_, )\2 = —2, /\3 = —3. [2 Punkte]

Die Realteile aller Eigenwerte sind negativ. Der stationdre Punkt ist asym-
ptotisch stabil. [1 Punkt]
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Aufgabe 2: Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

, ([ —6 —4 n 2
Y= 5 2)Y -3 )
a) Bestimmen Sie ein reelles Fundamentalsystem des zugehérigen homogenen

Differentialgleichungssystems.

b) Bestimmen Sie mit Hilfe eines geeigneten Ansatzes eine partikulire Losung
des inhomogenen Systems.

¢) Bestimmen Sie die Losung der zugehorigen Anfangswertaufgabe mit

y(0) = <_12)

Losungsskizze Aufgabe 2:
a)

5 2—A

Die Eigenwerte der Systemmatrix sind gegeben durch

det <_6_)‘ _4) = (=3-)N)?*+4.

(=6 —XN)(2—-N)+20=0 <= N +41+8 = 0.
Quadratische Ergédnzung oder pg-Formel liefern
Ao = —2+2i. (2 Punkte)

Zum Eigenwert \; = —2 + 27 errechnet man den Eigenvektor
—4—-2i -4 (0
5 4-2i) Y " \o
<~ ((—4 — 2i)’l]1 — 4’02 = O) N (5’01 + (4 — 2i)U2 = O)

Aus der ersten Gleichungen folgt vy = (=1 — £)v; .
Die zweite Gleichung liefert (erwartungsgeméf) keine weitere Bedingung.

Als Eigenvektor kénnen wir also
_( 2 ( 2 Punkte)
v={_9_, unkte
wéhlen und erhalten die zugehorige Fundamentallosung
() = (72420 (_22_ 2> = ¢ *(cos(2t) + isin(2t)) (_22_ Z) (1Punkt)

_ 2 2 cos(2t) + i2sin(2t)
- —2cos(2t) — i2sin(2t) — i cos(2t) + sin(2t)
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und damit die reellen Losungen (1Punkt)

1 iy 2 cos(2t) 9 iy 2sin(2t)
yl() =e (—2 cos(2t) + sin(Qt)) ’ y () =c (—2 sin(2t) — cos(2t)) '

Die allgemeine Losung des homogenen Systems lautet
yu(t) =cy(t) + cayP(t).

b) Zur Losung des inhomogenen Systems

oo () e ().

machen wir mit konstanten Zahlen a,b den Ansatz ylP! = (Z) und

(o) = (5 2) () (5)

{O:—6a—4b+2 — 4b= —6a+2
<

erhalten

3, 2 Punkte
0=ba+20—3 &M 20-2-0a=1b=-1 ( )

1
yll = 1 ist also eine partikuldre Losung des inhomogenen Systems.

Die allgemeine Losung des inhomogenen Systems lautet

y(t) = yut) + y"(1) = ay'(t) + yt) + y¥).

0= 1 (Lo sne) + o+ (Laamy ctso) * (1) = (0)

- % +1=1=> ¢, =0
21— —1=-2= =1

y(t) = e (_QSmQ(;gl(ftgos(%)) + (_11> (2 Punkte)



