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Aufgabe 1:

a) Ermitteln Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
y'(t) + aty(t) = e 2 cos(t).

b) Bestimmen Sie mittels Laplace-Transformation die Losung der Anfangs-
wertaufgabe

y'(t) + y'(t) = ho(t)o(t —2)
mit
y(0) =4'(0) =0.
Dabei bezeichne § die Diracsche Delta Distribution.

Losung:

a) y'(t) + 4ty(t) = e 2 cos(t) .

Losung der homogenen Aufgabe:

d d

% = —At -y, = /% = —/4tdt <~ In|y| = 2+ k =
h

Yp = c~672t2’ ceR [2 Punkte]

Losung der inhomogenen DGL (Variation der Konstanten)
(1) 1= c(t)e 2" 2k /(e = =2 cos(t). [1 Punkt]

Wir erhalten also mit

c'(t) = cos(t) z.B. c(t) = sin(t), y,(t) = sin(t)e 2"
und
y(t) = (¢ + sin(t)) e 2" [2 Punkte]

b) Essei Y = L(y) das Bild von y unter der Laplace-Transformation (yo—eY").
Dann gilt ' o—e sY —y(0) = sY,
y" o—e s°Y —sy(0) — ¢/(0) = s*Y, §(t—2) o-ee%

Die Laplace Transformation der Gleichung ergibt also

s%Y (5) + sY (s) = e %, [2 Punkte]
Damit ist also

6723

(82 + S)Y(S) = 6_25 A Y(S) = m [1 Punkt]
Partialbruchzerlegung von S(%ﬂ) :
1 b
=24 — a(s+1)+bs=1
s(s+1) s s+1

s=0= a=1, s=—1=b=—1. [1 Punkt]
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Wir erhalten also

(o) =2 () - () e

Mit der (inversen) Verschiebungseigenschaft der Laplace Transformation,
also

L™ (U(s)e ) = hq(t)u(t — a)

ist mit @ = 2

y(t) =L (3(2:1)) = ho(t) (1 — 6_(t_2)) [1 Punkt]

ALTERNATIV: z = y’, Differentialgleichung erster Ordnung transfor-
mieren, nach der Riicktransformation integrieren und an Anfangswert an-
passen.
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Aufgabe 2

a) Gegeben ist das Variationsproblem: Minimiere das Funktional

Ily]:= /01 e (yt—i(y’)z) dt

unter allen C'-Funktionen y = y(¢) mit y(0) = 0 .

Stellen Sie die zugehorige Euler-Lagrange-Differentialgleichung auf und ge-
ben Sie die natiirliche Randbedingung an.

b) Losen Sie die Randwertaufgabe

y"(t) +2¢'(t) = —2t,
y(0) =0, y'(1) =0.

Losung:

a) Sei f(t,y,y) = e* (yt — 1(y’)?), dann gilt
1
2

fy=te*, fyr=¢e"(—3y") [1 Punkt]
und
Lfy =€ (=1y") + 2% (=1y') . [1 Punkt]
Damit lautet die Euler-Lagrange-Gleichung
fy—%fy/: e <t+%y"+y’) =0. [1 Punkt]

Natiirliche Randbedingung:
fyr (1) = € (=1y'(1)) =0 = /(1) = 0. [1 Punkt]
b)
y" + 2y’ = -2t
y(0)=0, #'(1)=0.
Die Differentialgleichung kann direkt oder mit der Substitution z = y
gelost werden.
Variante A)
Wir bilden das charakteristische Polynom der homogene DGL:

/

' +2 =0 = XN +201=0
= A\ =0, Ay = —2. [1 Punkt]

Die Losung der homogenen Gleichung lautet daher
yn = c1 + coe %", [1 Punkt]
Als speziellen Ansatz fiir die partikuldre Losung wahlen wir

yp=tla+bt) = y,=2bt+a, vy, =20
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Einsetzen in die DGL liefert die Bedingung

1 1
2b+20+4bt = -2t = b=-7 a=. [l Punkt]

Damit gilt

t
y(t) =1+ e+ < —

_ 1
573 y(t) = —2ce” % + = — L.

2

Die Randbedingung y(0) =0 liefert ¢y = —c, [1 Punkt]
und die Randbedingung 7/(1) = 0 fiihrt zu

1 2
V()= 20745 -120 = o= —%, [1 Punkt]

also insgesamt

y(t) = %2 — 36_2”2 + % — g [1 Punkt]
Variante B)
Yy =z, 2+ 2z= -2t [1 Punkt]
% = 2z, — dz—? = —2dt <= Inz, = -2t
zp = ke [1 Punkt]
Ansatz: z, :=a+ bt
Einsetzen in 2’ + 2z = —2t liefert:
b+2a+2bt=-2t <= b=-1,a=1 [1 Punkt]

Damit erhalten wir z = ke 2 —t + % =y und
y=Le— % +i4+C [1 Punkt]
Bestimmung von k& und C' analog zu Variante A): [2 Punkte]



