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Aufgabe 1:

Gegeben sei folgendes Differentialgleichungssystem in der Ebene
By+lyr -1
W 1 yi € Y2
y (m) y (y;) f(y) (53/1 e 7€ R\{0}

a) Untersuchen Sie den Gleichgewichtspunkt (8) auf Stabilitdt und bestim-

men Sie seinen Typ (Knoten-, Wirbel-, oder Strudelpunkt) in Abhéngigkeit
vom Parameter v € R, v # 0.

b) Bestimmen Sie fiir den Fall v = — 1 eine reelle Darstellung der allgemeinen
Losung des Systems

0
y' = Ay, A=Jf<0),
also eine reelle Darstellung der allgemeinen Losung des Systems
, (=2 -1
Y=\ ) ¥

Hinweis: Sie diirfen die in Teil a) berechneten Formeln fiir die Eigenwerte
verwenden.

Losungshinweise zu Aufgabe 1:

a)
(37 4 1)eBr+im 1
J fy1,92) = . (3y — 1)e@r-w | [1 Punkt]
A = J f(0,0) = <(375+ 1) (37_1 1)) : [1 Punkt]
3y+1—A —1

det(A—/\E):det< ) = By+1-XN)By—1-X)+5

5 3y—1—2A
= 3y -N?=1245=10
= B3y - AN =4 = 37—\ = £2i
= Moo= 3y F 2. [2 Punkte]

Der Nullpunkt ist also

im Fall v > 0 instabiler Strudelpunkt,

im Fall v < 0 stabiler Strudelpunkt. [1 Punkt]
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b) Nach Teil a) erhélt man fiir v = —1 die Eigenwerte
Ai2=3yF2=-3F2. [1Punkt]

Fiir Ay = —3+2¢ berechnet man einen Eigenvektor als Losung des Systems

- = [1 Punkt]
5 —1—2 Uy 0

Die erste Gleichung liefert (1 — 2i)v; — vy = 0 <= vy = (1 — 2i)v; . Die
zweite Gleichung liefert keine zusétzliche Bedingung.

Eine komplexe Losung ist also z () = e(=3+20¢ (1 2,> . [1 Punkt]
— 2i

Real- und Imaginérteil von z liefern ein reelles Fundamentalsystem.

1
z(t) = e *(cos(2t) + isin(2t)) (1 B 2@')

cos(2t) + i sin(2t) ) 7 [1 Punkt]

-3t
=e
(cos(Qt) + i sin(2t) — 2i cos(2t) 4 2 sin(2t)

g(t) = e (COS( cos(21) ) ) = e ( Sin(2f) ) . [1 Punkt]

2t) + 2sin(2t) sin(2t) — 2 cos(2t)

Allgemeine Losung: y (1) = 1y (t) + 2y (1), c,00 € R.
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Aufgabe 2:
Gegeben sei die Randwertaufgabe

Y1 — v = hi()

Yo — dy1 + Y2 = ha(z)
—2y1(0) + y2(0) + 4y1(b) = da
y2(b) = do

fir z € (0,0)

mit stetigen Funktionen h; und hs; und Konstanten dy, dy und b € R mit
b>0.

a) Schreiben Sie die Randwertaufgabe in Matrixschreibweise um.

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung
und geben Sie eine zugehorige Fundamentalmatrix an.

¢) Bestimmen Sie, fiir welche b > 0 die Randwertaufgabe eindeutig lsbar ist.

d) Geben Sie fiir b = In2 zwei verschiedene Losungen y® und y® der
homogenen Randwertaufgabe, das heifit fiir hy(z) = he(z) =0 und d; =

ds =0, an.
Losung:
a) [2 Punkte]

(o) ) = () (e - ()

b) [3 Punkte]

Eigenwerte der Systemmatrix: direkt ablesbar

0 0

Eigenvektoren: A\; = 1, () = 0 — v==%k- !

4 —9 Vg 0 2
2 0

o= —1, ( ).(U1> .
4 0 V2

— T ]' + —T O
yh—cle 9 Cy € 1

Fundamentalmatrix: Y (z) = (e 0 > .



Differentialgleichungen I, H. J. Oberle, 15.08.2013, SoSe 2013, 4

¢) [2 Punkte]

s-mrwmro- ()00 () (2

b
E = (46 1b) — det (E) = 4—2€b.

2e¢b e
Die Determinante verschwindet genau dann, wenn
e’ =2 < b= In(2)

gilt. Fiir alle anderen Werte von b ist die Randwertaufgabe fiir alle stetigen
Funktionen h; und hy und alle Konstanten d;, d; und b € R eindeutig
l6sbar.

d) [3 Punkte]

Zu losen ist:

. (1 . (0
Y, = ce 9 + e 1

—241(0) + y2(0) + 4y1(In(2)) = 0, und y»(In(2)) =0
< —2¢1 + 2¢1 + ¢ + 81 =0, und 4c; + 0.5¢0 =0
<= ¢y + 81 =0,und 4c¢; + 0.5¢5 =0.

Eine Losung der homogenen Aufgabe ist die Nulllosung, eine weiter Losun-
gen erhélt man fiir ¢g = —8¢; . Zum Beispiel ¢; =1 und ¢y = —8 also

v = (e Tgoe).



