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3.4 Die Laplace-Transformation

Sei F : R — C eine reell- oder komplexwertige Funktion auf R. Unter der
Laplace-Transformierten von F versteht man die Integraltransformation

_ =20
®) Fs) = [6*8 F(t)dt

: 6+ / Ele)
wobei s € C eine komplexe Zahl ist.
Frage: Furwelche Funktionen F'(() existiert das uneigentliche Integral?

Schreiben wir die komplexe Zahl s als

s=0+iw

so folgt
oc
£(s) i= /e*f"( cos(wt) + isin(wt)) F(t)dt
0
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° @(%d’)h SK@—T ‘L) Notationen und Bezeichnungen:
Sei F(t) eine reell- oder komplexwertige Funktion, fir die die Laplace—
. T Transformierte f(s) existiert.
S - f ; 1) Wir schreiben auch:  f = £[F]
N [ ("t\ 2) Das Doetsch-Symbol lautet o—s:
Re s-C =2 Fo—ef oder fe—oF

V

Q. s-¢. >0 \/ 3) Eine Beziehung
\/ f=CL[F] bzw. Fo—ef
nennt man eine Korrespondenz, die Zuordnung F — f heisst

ﬁl s— (. (o Laplace-Transformation.
4) Die Laplace-Transformation ist linear, d.h.

ClaF + BG) = oL[F] + AL[G)]
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Beispiele:
1) Wir betrachten die Heaviside-Funktion Beispiele:  (Fortsetzung)
0 t<o 2) Die Laplace—Transformierte von F(t) = t", n = 1,2, 3,... ist gege-
H(t) = A
1:t>0 ben durch
Die Laplace=Transformierte lautet demnach j(s) _ 76_"” e
o 50
Je) = [etra= Lol °
o E0os . Das Integral existiert fiir Re(s) > 0 und mittels partieller Integration
und existiert fir Re(s) > 0. NS J»/ “© - g A Py ¢ findet man
Dies liefert die Korrespondenz . s ¢ lo T Y . 757“ M — Efﬁis‘tnildf
lo—s— s
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Wiederholte Anwendung ergibt die Korrespondenz
n n! _
t o—oﬁ n=1,273...
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Beispiele: (Fortsetzung)
3) Gegeben sei die komplexe Funktion F(¢) = e mita = o 4 i3
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Damit ergibt sich die Korrespondenz
at 1
e Oo—=e
s —a
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Beispiele: (Fortsetzung)
4) Wir betrachten die Funktion
F(t) = sin(wot) wo €R
Es gilt
: _ 1 iwot —iwpt
sin(wot) —Z(E —e )

Wegen
1

s—a

Gat

erhalten wir die Korrespondenz

sin(wot)o—.wio:é(—ﬁf - ’/f_)

Grundregeln der Laplace-Transformation

1) Additionssatz
Fur beliebige komplexe Konstanten a und b gilt:

aF(t) + bG(t) o0—e af(s) + bg(s)

2) Ahnlichkeitssatz
Fur jede reelle Konstante o > O gitl:

Flat) —aLf (i)
@ @
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‘Grundregeln der Laplace—-Transformation
1) Additionssatz
Fur beliebige komplexe Konstanten a und b gilt:
aF(t) +bG(t) o—waf(s) + bg(s)
2) Ahnlichkeitssatz
Fur jede reelle Konstante o > 0 gitl:
1 E
Flat) o—s—f (i)
a’ \o

Beispiel: Aus
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Beispiel: (Fortsetzung) S :.2‘} o ‘@7—

Mit dem Multiplikationssatz
tR(t) o—e —f'(s)
folgt:
d a
Tdss2 a2
und mit dem Integrationssatz:

o tsin(at)

i
4. d_ = ) =1 i
SR e L O/ﬂ'SII‘I(rH')dT = C\'2( atcos(at) + sin(at))
Die Losung lautet demnach

Y(t) = 1( — atcos(at) + sin(at))
202
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Beispiel: (Fortsetzung) Sha olj o 524‘ D?‘Z_

Mit dem Multiplikationssatz
tF(t) o—s —f'(s)
folgt:
d o
ds s2 4+ a?
und mit dem Integrationssatz:

e—otsin(at)

d «@

4.4 @
S ds s2 4 a2

i
1
——o / 7sin(ar)dr = —(—at cos(at) + sin(at))
) (23
Die Losung lautet demnach

Y () zgg( — atcos(at) + sin(at))
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Beispiel: Wir betrachten das Anfangswertproblem
Y'4+Y'+4Z = sin(wt)
Y'+Z4+7zZ =0
mit den Anfangsbedingungen Y () = —%, Y'/(0) =0und Z(0) =0
Anwendung der Laplace-Transformation ergibt

() = YO =V + A=Y O 45() = Fi
sy(s) =Y (0) +52(s) —Z(Q)+=2(s) = O

Einsetzen der Anfangsbedingungen ergibt

w s+ 1
s2 4 w2 3

s(s + Dyls) +426)

su() + (s + Dsls)

1
3
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Beispiel: (Fortsetzung)

Dies ein lineares Gleichungssystem mit der Matrix

(s+1) 4 LA w .
‘.;:A(‘s):(sss S+1) A :SmHS s 5G|
Als Lésung (y(s), z(s))T erhalten wir
Bw(s+1) = [(s+1)2—4](s? +w?)
302 + sl + 12 - 4]
O = ErAeTn -4
Die nachsten Schritte:

y(s)

1) Partialbruchzerlegung

2) Rucktransformation aus der Korrespondenztabelle
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