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4.4 Eigenwertaufgaben
Gegeben sei ein homogenes lineares Randwertproblem n—ter Ordnung

Lly) = v+ a1y PO + - ao(t, My =0
n—1
Rl = ¥ (P @+ 65P@) =0, k=12..n
1=0
Die Koeffizienten der Differentialgleichung und die Randbedingungen
hangen von einem Parameter A € R oder C ab.

Bestimmung nichttrivialer Losungen:

Seiyy,...,yn in Fundamentalsystem von L[y]. Dann héngen die y;, ge-
gebenenfalls auch von A ab, d.h. y;, = yp.(+, A).
Eine Losung lasst sich als Linearkombination darstellen:

y(®) = ot A)
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4.4 Eigenwertaufgaben
Gegeben sei ein homogenes lineares Randwertproblem n—ter Ordnung
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Die K 1 der Differ ichung und die Randbedingungen
hangen von einem Parameter A = R oder C ab.

ing nichttrivialer L&
Seiyg,...y yn ein Fundamentalsystem von L[y]. Dann hangen die yj. ge-
gebenenfalls auch von A ab, d.h. y;. = y.(t, )
Eine Losung |asst sich als Linearkombination darstellen:

y(t) = 3 cm(t,N)
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Die Linearkombination
n
y(t) = 3 cpyr(t,N)
k=1
ist eine Losung, falls die Randbedigungen ? lone K @

n

Ril)= Y afylud =0,  i=1,...n

erflllt sind. Dies ist ein homogenes LGS flr c|, ..., cy mit Koeffizienten-
matrix ¢,
!
Rily1] ... Rilyn] ~ N
E(\) = ( ; ,)‘(}) ¢ =4
Rnly1] ... Ralynl "

Das Randwertproblem hat also genau dann nichttriviale Lésungen y(t) =
0, falls gilt

D(A) :=detE(A) =0
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Beispiel:
Wir betrachten die Randwertaufgabe
' +2y=0, y(0)=y(1)=0
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet:
y(t) = e1 cos(At) + ez sin(At)
Die Randbedingungen ergeben dann
y(0) =0 = ;=0
y(1)=0 = casin(A) =0
Fiir die Eigenwerte ergibt sich demnach
Ap = km, k< Z\ {0}
mit zugehorigen Eigenfunktionen
yi(t) = sin(A\it)
» )/61]-:&+5+ yhl=0 = =0

7 £0 \//[O]:o = g0
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Beispiel:
Wir betrachten die Randwertaufgabe

V' +3y =0, y(0)=0,y(1)-y(1)=0
Die Lésung der Dif lautet:

y(t) = c1 cos(At) + cosin(At)
Die Randbedingungen ergeben dann

y(0)=0 = ;=0

V(1) - Y1) =0 = ex(sin(A) - Acos(A) =0
Die Eigenwerte sind also die Lésungen der nichtiinearen Gleichung A = )\
tan X mit zugehsrigen Eigenfunktionen

wo =00 o
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Riickfiihrung auf homogene Randbedingungen:
Sei yo(t) eine C2—Funktion mit
—
Rilwo) =d1  Raoluo) = d
d.h. yo(t) erfillt die gegebenenen Randbedingungen.
Wir setzen

2(t) := w(t) — vo(t)
Dann gilt:
Lost y(t) das Problem
Lyl = h(t), Rilyl=d1, Ryl =day,

so I6st =(t) das homogene Randwertproblem

L[z] = R(t) := h(t) — L{yo](t), Ri[z] =0, Rylz] = Oé

= LLy-v.] = -5 . —{* =
LEY= LLy-7) = LGD -6 + b -1(3) I:/%,

P rreener SRk I
RE) < K[y-2) ¥ LG) -6 = d-0)=0
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Konstruktion der Greenschen Funktion: <@

Wir nehmen an, dass G(t, ) auf den beiden Mengen —)é‘—{:——b

Dy:={(t,7) 1 a<7T<t<b} Dy :={(t,7) 1 a<t<7<b}
glatt ist, d.h. sich als eine C2-Funktion auf den Rand fortsetzen |asst. dass
jedoch G(t, 7) fir t = r Spriinge haben kénnen.

b
y(t) = ]G(i.T)h(T)dT

Wir verlangen: }
G(t,t7) -Gt tT) =0
d.h. die Funktion G (¢, ) ist stetig flr t = 7.

Fiir die zweite Ableitung gilt dann:
b
V'O = [ Cuttb(ar + [Cut ) Gt h)] a)
a
und daher

Wir fordern daher fiir die Greensche Funktion G/ (¢, 7):

LG, 7)) =0 und Gy(t,t7) —G(t,tT) =1

g !
LIt = [ LIGC DIORE) dr + [Gult, ) = Gutt, )] ey = b
a 1
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t b
S = % ajG(t.T)h(r)dr-i—_/@(tr)h(f)dr}
b
= [Gut () dr + [Ge ) - G eh)] he)
Jan 11-15:34
T+ T
Wir verlangen j

G(tt7)—GttT)y=0
d.h. die Funktion G (¢, T) ist stetig fir t = 7.
Fir die zweite Ableitung gilt dann:

b
vt = /G“(!.‘r)h(f) dr + [Gilt,7) = Gu(t,tH)] h(t)
und daher
’ !
L)) = /L[(;( ,(h(r) dr +M] h(t) = l]é)
a 1

=0
Wir fordern daher fir die Greensche Funktion G(¢,7):

LIG(,™] =0 und Gi(t,t”) —Gu(t,tT) =1
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Verfahren zur Konstruktion einer Greenschen Funktion:

1) Ist y1(t), y2(t) ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung,
so machen wir den Ansatz:

Gty = { (a1@) + b1 ()y1 (1) + (a2(®) 4+ bo@))yo(t) = 7 <t
' (ar () = by @y1 (£) + (az() — boEya(t) : 7>t
2) Die Stetigkeit und Sprungbedingung an G(t, 7) liefert dann: bz + = T

b1y (t) + ba(By2(t) = 0 GG’CL)‘ G(’l'**)
mOKO +amno = 5 GG Bh)
Dies ist ein LGS fiir b1 (¢) und b (t) mit regularer Koeffizientenmatrix.

3) Die Randbedingungen ergeben schliesslich ein LGS fir die beiden
GréRen a1 (t) und ax(t), das ebenfalls eindeutig Ipsbar ist.
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Beispiel: Gegeben sei das Randwertproblem
YO +y) = k)
y(0) — y(m) 0
¥'(0) —y'(m) = 0
Ein Fundamentalsystem ist y; (£) = cost und yo(t) = sint.

Unser Ansatz fiir die Greensche Funktion lautet daher
Glr) = { (a1 @) + b1(1)) cost + (ao(@ + ba(D))sint @ 7 <t
(a1 (@) — by (f)) cost + (a@ — bp(F))sint = 7>t
LGS fr die Koeffizienten b4 (¢) und b5 (¢):
/ (s

/—5'«”"

bi(t) cost + ba(t)sint =

—bi(t)sint 4 bo(t) cost =

N~ O

Einsetzen von G/(¢, 7) in Randbedingungen:
Die homogenen Randbedingungen lauten

y(0)—y(m) =0, ¥ (0)-¢'(x)=0
Wir berechnen:

GO,7) = (a1(r) +b1(r) costl—g + (as(r) + ba(r) sintl—g T £

= a1(7) +b1(7)
G(m7) = (a1(r) +bi(n)) cost|— + (ax(r) + bo(r)) sintl,—, 5S¢

= —(a1(r) +b1())

G(0,7) = —(a1(r) +b1(7)) sint|i—q + (az(7) + ba(r)) costl—g T <T
= ay(7) + ba(r)

Gi(m,m) = —(a1(r) +bi(r)) sint|,— + (az(r) + ba(r)) cost|_, 430
= —(az(r) +b2(7))
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