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Randwerte bestimmen die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung:
Beispiel: Wir betrachten die (lineare) DGL zweiter Ordnung .
S +y=0 7:&&:‘} ‘Hb‘ilw
1) Die Randwerte
™
0)=0 —)=1
y(0) Y (2)
ergeben die eindeutig bestimmte Lésung y(t) = sin t.
2) Keine Lésung existiert flr die Randwerte
y(0)=0 y(m) =1
3) Fir die Randwerte
y(0)=0 y(r)=0
gibt es unendlich viele Losungen y(t) = csint, c¢ € R beliebig.
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Beispiel: Wir betrachten die Differentialgleichung v” + y = 0 aus dem
letzten Beispiel.
Wir schreiben die Gleichung zweiter Ordnung zunéchst als ein System und
bestimmen anschliefend das zugehorige Fundamentalsystem:
cost sint
Yt = ( —sint cost )
Damit folgt:

E = B,Y(0)+ B,Y(b)

10 10 + 00 cosb sinb

00 01 10 —sinb cosb

Be e ——
_ 10 be vio)
— \ cosb sinb

Die Matrix E ist demnach reguldr fir b = 7 /2 und singuldr fur b = .
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Beispiel: Wir betrachten die Differentialgleichung 3" 4+ y = 0 aus dem
letzten Beispiel.

Wir schreiben die Gleichung zweiter Ordnung zunachst als ein System und
bestimmen anschlieBend das zugehorige Fundamentalsystem:

Y(t) = ( cost sint )

—sint cost
Damit folgt:
E = B.Y(0) +ByY(b)

10 10 + 00 cosh sinb
00 01 10 —sinb cosb

_ 1 0
— \ cosb sinb

Die Matrix E ist demnach regular fiir b = =/2 und singular fur b = n.
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Viele andere Probleme lassen sich auf Randwertaufgaben zurtickflihren.
Beispiel: Gegeben sei ein Randwertproblem mit freier Endzeit:
Y = ftyt)) 0<t<T
r(y(0),¥y(T)) = 0

wobei T zu bestimmen istund r : R x R — R+ gerade (n 4 1) Rand-
bedingungen definiert.

Wir setzennunt =7 - T und
z(r) =y(r-T), g1 (m) =T 0<r<1
Dann gilt auf dem festen Intervall 0 < 7 < 1:

Z,(T) = @1@(2714,1 -7, z(T)), z;l+](-r) =0
r(2(0),2(1)) = 0

Dies ist offensichtlich eine allgemeine Zweipunkt-Randwertaufgabe im
R+ (iber dem festen Integrationsintervall [0, 1].
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4.2 Grundbegriffe der Variationsrechnung

Problem der Brachistochrone (Bernoulli, 1698)

Man bestimme eine differenzierbare Funktion y = y()Q' mit Randbedin-
gungen y(a) = ya, y(b) = yj, 0 dass das Integral

b
[ 1?2
= e
Interpretation:

Das angegebene Funktional I[y] beschreibt, bis auf einen Vorfaktor, die
Zeit, die ein Massenpunkt bendtigt, um unter dem Einfluss der Schwerkraft
entlang der Kurve y = y(z) von Punkt A = (a,ya) zum Punkt B =
(b, yp,) zu kommen.

minimal wird.
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Wir berechnen nun die 1. Variation: -0

0_'(:%5 EUJ /f- h

col = 2 ff(l, + eh, yb + k')t
£ y/

& |

e=0

FuCt w0, u6) - h(8) + f(t o, up) - W' () | dt
e
Partielle Integration

Il
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= [ (Aot 0,0 — A Ctrvo, 1)) - hCOYE + £t o) (0.
a —— —
=0

b

= [ (#te0,v6) = 1t vou ) - hCora
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Zwei Spezialfélle:

1) Hangt f nicht von y ab, f = f(t,y') so lautet die Euler-Lagrange
Gleichung

d
Efy/(t‘ Yo, up) = 0
Dies bedeutet aber fir alle a < ¢ < b:

Fy(t 90, 46) = const.
2) Hangt £ nicht explizit von ¢ ab, so giltfir alle a < ¢ < b
H = f — fuy = const.

d d
S = f) = fu) + /M/— (S80)v - /fﬂ/

(- 25)v =0

denn

d
EH(t)
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Beispiel: (Problem der Brachistochrone)

Gesucht ist eine C1-Funktion y(t), die das Funktional

b ! 2
I[y] :=/1 71;;52((2)) dz
unter den Nebenbedingungen -F v ]/‘7' ,&)j

y@) =va ()=
minimiert. Der Integrand von I [y] hangt nicht explizit von ¢ ab, wir bestim-
men daher die Hamilton-Funktion:

F=rp

_ 1+ E@? [we—y® SO
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