S (n-4)
i ij 1= (j (+) *G'n-4,j &l i - 'ra,;j(f) +O|o:1(+-) = h(¢)
Spezieller Ansatz bei spezieller Inhomogenitat

Bei Inhomogenitaten der Form

h(t) = it f Bt

=0

kann man spezielle Ansatze zur Bestimmung von y,,(¢) verwenden:

1) Ist u keine Nullstelle der charakteristischen Gleichung p()\):

m
yp(t) = - Z ’thj
=0

mit den freien Parametern +;

2) lIst 1 eine r—fache Nullstelle von p(\):

™m
yp(t) = "™ > yt!
J=0

108
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Beispiel: Wir betrachten die Gleichung

y”—yztet

Die charakteristische Gleichungist p()\) = A2 — 1 = 0 und x = 1 isteine
einfache Nullstelle.
Ansatz:

yp(t) = €' (yot + 11t°)
Einsetzen in die DGL ergibt

(2070 4+ 71) + (90 + 472)t + v1t2)el — (ot 4+ y1t2)el = tet
~Umsortieren:

(2(y0 + 1) + dyt)e’ = te!
Daraus folgt vg = —v; = —1/4 und

up(t) = £t — 1)¢
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Das Superpositionsprinzip
Gegeben sei eine inhomogene DGL der Form
) Lly] = h(t) = h1(t) + ho(?)

Sind y1(¢) und yo(t) spezielle Lésungen von Lly] = hq(t) und Lly] =
ho(t), so ist yp(t). = y71(t) + yo(t) eine spezielle Losung von (3).

Komplexe Differentialgleichungen |

Ist h(t) der Real— oder Imaginarteil einer komplexwertigen Funktion w(t),
h(t) =Re (w(t)) bzw. k() =Im (w(t))

und ist z(t) eine (komplexe) Losung von L{z] = w, so ist

y(t) =Re (z(t)) bzw. y(t) =1m(2(t))
eine (reelle) Losung von der DGL L[y] = h(2).



Beispiel: |
Ein spezielle Losung der inhomogenen Gleichung
y" 4+ 2y 4 By = et (cost 4+ sin(2t))
ist gegeben durch
) =™ (% GOSH — %t cos(zt))
1) Beim Superpositionsprinzip betrachtet man die beiden Gleichungen
o+ 2y +5y = e Tcost
Y+ 2y +5y = e tsin(2t)
2) Beide Gleichungen I6st man durch Ubergang auf komplexe Zahlen:
249 A5, = e(_l_H)t
2/ 422 452 = Sl

A4



3.5 Stabilitat
Gegeben sei eine Differentialgleichung erster Ordnung
y' (@) = £ y®),  y) eR”

mit hinreichend glatter rechten Seite £(¢,y).
Weiter sei y*(t) eine spezielle Losung.

Frage: Wie verhalten sich benachbarte Lésungen y (2; to, vo)?
Beispiel: Wir betrachten die beiden Anfangswertprobleme

yi@) = @)
y(0) = 0
In beiden Fallen ist die Losung y*(t) = 0.
Losungen y(t; 0, yo) mit der Anfangsbedingung yo 7= O sind:

y(t) = yge' — Foo y(t) = yge t — 0 fir ¢t — o0

4132
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Abb. 22.2. Stabilitdt und asymptotische Stabilitéat

=

Abb. 22.3. Stabilitidt und asymptotische Stabiltit
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Definition: |
1) Die Lésung y*(t) heift stabil auf einem Intervall I C R, falls es zu
tg € I und e > O stets ein § > 0O gibt, so dass
Vyo : lIvo—y @)l <6 = llyito,v0)—y @I <e(Vtel)

Kann man & unabhangig von tg wahlen, so heilit y*(¢) gleichmalig
stabil auf /.

2) Ist die Lésung y*(¢) auf einem Intervall [a, co) erklart, so heildt y*(t)
dort asymptotisch stabil, falls y*(¢) dort stabil ist und es zu tg = a
ein 6(tg) > 0 gibt mit der Eigenschaft

Vyo : llyo—y Goll <6 = t[[QO_IlY(t:to,}’o) —y ()| =0

Die Lésung y*(t) heit strikt stabil, falls y*(¢t) gleichmaRig und
asymptotisch stabil ist.



A3%

Bemerkung:
Sei y*(t¢) eine Lésung der Differentialgleichung
y' (@) = £,y (1))
Setzen wir
z(t) = y(t) —y*(t) «> y&)- g ®
so erfullt z(t) die Differentiglg)leichung
Z() = £, 2() + y* () — £y () =: £ (5, 2(2))

Gleichzeitig ist z*(¢) = 0 eine Lésung von

(8) 2() = £t 2(t)) | d-h. esglt fly29-0.

Statt der Stabilitat von y*(¢) konnen wir also auch die Stabilitéat der
Nulllésung von (8) untersuchen.

v : . : ' (| 3 ¥
2 dowel aly G‘@AG&@G&%C@HQPMMH bé?aei%ei/ oy ov blarlot (oegin - P({;E?”); O
Slakonar .




Stabilitat bei linearen Differentialgleichungen
Fur ein lineares Differentialgleichungssystem
y(@) =A@y®) a<t<oo

mit stetiger Matrix A(¢) € R(%7) bezeichne Y (¢) ein beliebiges Funda-
mentalsystem.

Satz: (Stabilitatssatzl)

1) Die Nulllésung y*(¢) = O ist genau dann stabil auf dem Intervall
[a, 00), falls das Fundamentalsystem Y (¢) auf I beschrankt ist.

2) Die Nulllosung y*(t) = 0 ist genau dann gleichmaRig stabil auf I,
falls es eine Konstante M > 0 gibt mit

Vi>tg>a : |[Y@Y(E) Y <M
3) Die Nulllosung y*(t) = 0 ist genau dann asymptotisch stabil, falls gilt:
lim [[Y (@[ =0
t— 00



Satz: Sei \(t) der groRte Eigenwert der Matrix A(t) + A(t)?. Gilt
- .
/ SN = —ao
o

so folgt 75Iim y(t) = O flr jede Losung y (%), d.h. y*(t) = 0 ist asympto-
—G0
tisch stabil.

Beweis: Wir berechnen
d d i
—lvl? = —o7y) = @AanTy +yT(Ay) =y (AT + A)y
< AOFY) =A@ - yll?

Daraus folgt durch Integration

2
I¥I® < livol® - exe| [ A@ar
to

4130



43+

Satz: (Stabilitatssatz ll)

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem y’ = Ay, A € R(™:17) kon-
stante Matrix. Dje Nulllosung y* = 0 ist genau dann

(G sympioris d )

1) strikt stabil, falls fiir alle Eigenwerte von A gilt: Re ();) < 0.

2) gleichmaRig stabil, falls fiir alle Eigenwerte von A gilt:
Re()\;) <0 und Re()\;) =0 = g(\;) = a(};)

3) In allen anderen Fallen ist die Nulllésung y*(¢) = 0 instabil.

Beispiel: Die Nulllésung des Systems mit Koeffizientenmatrix

L B 4
A= - -2 &
o 4 G

ist instabil.
Eigenwerte sind Ay = —4 und A\ = 0, aber g(\2) =1 < a(Xr2) = 2.
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Beispiel: Wir betrachten das DGL—System

() =arse=(3 1)(%)+(})

Der Gleichgewichtspunkt ist Lésung des LGS

1 -1 e | 5
1 15 Yo 1
und daher y* = (3, —2)7.

Die Transformation z := y — y* liefert das homogene Differentialglei-
chungssystem

und die Eigenwerte von A sind

)\1’2 = —1 =+
Damit ist y* strikt stabil.



Satz: (Kriterium von Routh und Hurwitz)
Gegeben sei das reelle Polynom

n
ple) = D Gk an > 0
k=0
Dann sind aquivalent:
1) Alle Nullstellen von p(z) haben negativen Realtiel.

2) Es gilt az, > 0, k = 0,1,...,n. Ferner sind alle Hauptunterdetermi-
nanten der folgenden (n, n)—Matrix positiv:

(el a0 0/ 0 0

as asll eyl ey ... 1©

B = as as a,3_} ao 0
\azn_l ke Lik LELT RRE a,n)

Dabei sei a;, := 0 fiir alle & > n.

{GI,.;i a, O /G»: a, O \\
28: n3 Helog o0, )= (s 020,
‘os 9y &3/ MW © Qz/

439
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Beispiel: Gegeben sei das Polynom mit strikt positiven Koeffizienten

p(2) =223 4+ 422 452,46
Wir stellen zunéchst die (3, 3)-Matrix H auf:

b 6 (0
Ll=§ 2 4 5
© 0 2
Die Hauptunterdeterminaten sind detH; = |5| = 5 sowie
- . 1B 6.
detHQ = > LT 3
5 6 10
detH3 = 2 B 15| =16
OB (OB

Also besitzen alle Nullstellen von p(z) einen negativen Realteil.



Quak fakives Ves hal Jon Pwr n=2

e )\1,/\2 > 0, /\1 '7é /\2

CWiE) = g edit

0 ist instabiler Knotenpunkt 2. Art.

- b ) |
")‘?. 7 ‘)”'2'
Abb. 22.4. Instabiler Knoten 2. Art

s Al,)\z <50y Al # )\2
w;(t) = Wiy edif

0 ist asymptotisch stabiler Knoten-
punkt 2, Art.

Abb. 22.5. Stabiler Knoten
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3. =Xy =0} g(/\l)=2
0 ist instabiler Knotenpunkt 1. Art.

Abb. 22.6. | Instabiler Knote:

4, Mi1=A < 0, g(Al) —
0 ist asymptotisch stabiler Knoten-
punkt 1. Art.

Abb. 22.7. ! Stabiler Knoten
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5. AL <0< Ay Wz‘
0 ist instabiler Sattelpunkt.
A
]
Y
Abb. 22.8.! Instabiler Sattel

Wy
R | 1
0 ist kein isolierter stationdrer Punkt!
0 ist instabil fiir Ay > 0 und stabil fiir $
Nowsin0 p S—? .
—0 -
Y & W

Abb. 22.9. Parallele Geraden
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i A1=A2=/\, g(/\)zl

wi(t) = (wyg+ wopt) e
'wz(t) = W EM
0 ist Knotenpunkt 3. Art, | Wy

fir A >0 ist O instabil, fiir A < 0 ist

0 asymptotisch stabil. \\

Abb. 22.10. | Knotenpunkt 3. Art

86 A=t = NmoutdiBubial, s
0 ist asymptotisch stabiler Strudel-

o
punkt. // .
A=

&~

Abb. 22.11. IStabiler Strudelpunkt




% =X =X=ctifBA0, @>0
0 ist instabiler Strudelpunkt.

i

0 ist stabiler Wirbelpunkt (Zen-

trum).

B#0

440 e)

Abb. 22.12.

o

Instabiler Strudelpunkt

@

NS

a

Abb. 22.13.

Stabiler Wirbelpunkt



