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3.3 Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Gegeben sei eine skalare, lineare Differentialgleichung n—ter Ordnung:
Lyl i= y™(®) + an1 (™D (@) + ...+ ag(®)y(t) = A1)

wobei ay,(t), k = 0,...,n — 1 stetige Funktionen auf R seien.

Gleichungen dieser Bauart lassen sich stets als lineare Differentialglei-
chungssysteme

v1 0o 1 Y 1 ©
R 0o 1 ¥2 °©
€) = 1= cl o+
H 0 0 1 :
yn —ag —ail ... ... —any Yn L\
mit — =

y®) =4 D), k=12, .n
schreiben.

A=Al

Nov 30-14:34

o A

Srﬁ_/}é‘) = St = ‘Qa.,\

-8, bl (9N
Bemerkung:
1) Ist W(tp) # 0,so giltauchfirallet € R: W(t) =0
2) Die Funktion W (¢) gentigt der Differentialgleichung
W(t) = —an 1 (DW() = Sp 4b) U&
und daher folgt direkt

t
W(t) = W(to) -exp | — /an,l(f)dr
io
Sei C(t) die zugehdrige Koeffizientenmatrix wie in (3). Dann gilt
i

detC(t) = 3 cii(t) = —an—1(t)

i=1
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Bemerkung: (Fortsetzung)

3) Ein Fundamentalsystem (y1,...,yn) |8Bt sich durch Lésung der fol-
genden n Anfangswertaufgaben (k = 1,...,n) bestimmen: ;f
Ll = o yo(0)+\ 2
0 : i%k-1 . ¢
i® = {1 DIINIY G=0.m-)

=
4]

4) Ist (yy,.... vn) ein Fundamentalsystem, so lautet die allgemeine 7@
Losung der inhomogenen Gleichung

Z WO =u®+ 3 an® |
k=1

wobei yp(t) eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung ist.

Das Reduktionsverfahren
Sei u(t) # 0 eine Losung der homogenen Gleichung L[y] = 0.
—

Produktansatz:
Wir suchen eine weitere (linear unabhangige) Lésung in der Form

0 = o))
Die ersten Ableitungen lauten:
Y'() = «(0)=(t) + u(t) ()
y'(t) = W)z (t) 4 24/ (1) (1) + u(t)="(t)
Allgemein gilt dann:
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Einsetzen in L[y] = 0 ergibt:

n

il = 3 aw®m =13

k=0 P k=0 j=0
2 k
=[S u(h) u“m)] .
k=0

= ¥ 5200
j=1 -

Setzt man w(t) := 2'(t), so folgt
-1

Dies ist eine homogene Differentialgleichung der Ordnung n — 1.

Ist wy, ..., w,—_1 ein Fundamentalsystem von
n—1
Y bpPm =0
=0
so setzen wir
t
zk(t)=fwk(r)dr, k=1,....,n—1
to
Mit dem urspriinglichen Ansatz ist dann die Funktionenmenge

(w21 wyey2py - u)

ein Fundamentalsystem das Ausgangsgleichung, also L[y] = O mit

Lyl := ™ (1) + an_1 (s V() + .+ ao(ty(t) =0
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Beispiel:
Die Differentialgleichung " + ty’ + y = 0 besitzt die Lésung
u(t) = €7t2/2
Unser Ansatz y = u - z liefert:
Yy = uz4u-2
Y = W a2 2

Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt:
VA by = w2 e %é “?‘—/
= 2z 4 uz" + tuz’
Wir setzen w = =’ und erhalten fiir w die Gleichung erster Ordnung
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Die inhomogene Differentialgleichung

eine Fundamentalmatrix des zugehorigen Systems erster Ordnung.

ferentialgleichungssystem:

AT o cy 0

y{"mB L g | | O
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y(ln—l) yw(’n—lj ch h(t)
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e VLTt K1y ~ Al |

Ist das Funktionensystem (y1,...,yn) €in Fundamentalsystem, so ist die
Matrix
0 0
yg ) y,(, )
Y(t) = :
ygn—l) yr(1n—1)

Die Methode der Variation der Konstanten ergibt dann das lineare Dif-

Die Methode der Greenschen Funktion/Grundlésungsverfahren

Gegeben sei die inhomogene Gleichung n—ter Ordnung mitwl_(grﬁtﬂnen—
Koeffizienten

Lyl = y™ (@) + an-1y™ (0 + ...+ aou(t) = h(t)
Satz:
Sei w(t) die Losung der Anfangswertaufgabe

k=0,...,n—2
k=n-1

Dann ist eine spezielle Losung y,(¢) der inhomogenen Gleichung gegeben

Liwl =0, w®(t) :{ ‘; :

durch L
t
w(t) = /G(i‘.T)h(T)dr - jw (for 1 )L6151
tg
1o

G(t,7) = w(t—7141tg)
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[Klicken Sie mit der Maus, um zur nachsten Seite im Dokument 2u wechseln. |

L)~ Lbnd -
Das Superpositionsprinzip Q}L @Z [%] + L@,)

-+ Gegeben sei eine inhomogene DGL der Form L]
— %’6) - fw (41 +7.) héodlT ) Lly) = h(t) = ha(t) + ha(t) =hothe
+, Sind y; (t) und y,(t) spezielle Lésungen von L{y] = hq(t) und L[y] =
) + J L&{&)/L? ﬁ ho(t), so ist yp(t) := y1(t) + yo(t) eine spezielle Losung ven (5).
\/{; = S W H ~7 +~/“ ) haolm + ~ ( Komplexe Differentialgleichungen
‘r-

Ist h(t) der Real— oder Imaginérteil einer komplexwertigen Funktion w(t),

//’ - Tj;“(f}ﬂﬁc/ Lle + Wﬁ} )] + w(t}%/{// h(t) = Re (w()) bzw. h(t) = Im (w(®)
=1 e
do

und ist z(¢) eine (komplexe) Lésung von L[z] = w, soist

y(t) =Re (2(t)) baw. y(t) =Im(z(t))
¢ 1" +Q}\w, 4 8 U L@”)"JG’ + L\G}

51 W eine (reelle) Losung von der DGL L[y] = h(t).
T -0 = ([;,)=l®
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