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Beispiel: Gesucht ist die allgemeine Lésung des Systems

4 (¥ 1 -2 1 Y1
R 0 -1-1 Y2
Y3 0o 4 3 U3
Das charakteristische Polynom von A lautet:

pa(d) =det(A —AI3) = (1 —A)°

Der Wert A = 1 ist also ein dreifac;er Elgenwert ]

Eigenvektoren: (/? *AI = (/J]‘ I

® -2 1 v} 0 16
0 -2 -1 wlf=lo| = +vl=]o0
0 4 2 v 0 0

Da rang (A — AI3) = 2 qilt, ist die geometrische Vielfachheit g(\) = 1.

(A1) = (2
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Hauptvektoren:

® -2 1 v} 16 0
-3
o 4 2 v3 0 8
B -2 1)\ (o3 0
(02 1)(1%]:(4)¢\'3=(1
0o 4 2 v3 8 2

Ein Fundamentalsystem ist daher gegeben durch:
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Beispiel: Gesucht ist die allgemeine Lésung des Systems

d (0N 101 Y1
€ 2 |=1011 Y2
y3 001 u3

Wieder ist A = 1 dreifacher Eigenwert von A, aber es gilt g(\) = 2.
Es existieren also zwei linear unabhangige Eigenvektoren:

’ A\d 001 1 0

MV =loo0o1|v=0 = vi=|0|,v2=|1

t 001 0 0
Es gilt: -

(A -2 =0

Wir suchen daher einen zu v! und v2 linear unabhiangigen Vektor v22

(Hauptvektor der Stufe 1). 27
(/MI / Ve s
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Ein System der Form
ER A1 1 0 21
d | 2 Ay o 27
2 — =
@ dt : o1 :
2r 0 A1 2r

kann explizit geldst werden.
Ein Fundamentalsystem fiir (2) ist gegeben durch

1 t/11 12/21 =1/ — 1)
0 1 t/11 :
M| F ett O LMt é ..... et :
i : t/l‘
0 0 o

Dieses System entsteht mit den Einheitsvektoren el

2z :,6-’/\/ = >/

- 5
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Jordansche Normalform
J=S71A8
Transformationsmatrix S besteht aus Eigen— und Hauptvektoren

S = (Vll.,..,\’lrl v21 ..... V2r2 ... \”“1,....er"’)

1 = BY By
v7 ©  Eigenvektor zum Eigenwert A;, j =1,...,m
vik Hauptvektor der Stufe (k— 1), k=2,...,r;

(A-NL)vjr=vV-1,k=2,...,7j

Wir setzen nun z(t) := S~ly(t). Dann gilt
2(8) = S~1y/(t) = S1Ay(t) = S~1ASx(t)
= Z'(t) = Ja(t)
Ein Fundamentalsystem fiir z = J z haben wir bereits berechnet.

y = se

O Nto 2TV
(/‘] l)vﬂ 1= HVV—L
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Riicktransformation ergibt ein Fundamentalsystem fir y’ = A y.
=Ur ein einzelnes Jordan—Kastchen ergibt sich:

yll(t) — e)\ltvll
t
V200 = Mt (Fvu +V12)

y=Se

r—1
v = et (hvn_l_m_l_%vl,r—l_‘_vlr)

Vorgehen zur Bestimmung der Losung:
1) Bestimmung der Eigenwerte, Eigen— und Hauptvektoren,
2) Berechnung der Losungen nach obiger Formel,

3) Zusammenfiigen dieser Einzelmatrizen zur Fundamentalmatrix.
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Nov 23-15:32
Fall 1: Alle Eigenwerte A1,..., A, von A sind reell und es existiert eine
Basis aus reellen Eigenvektoren vl, P - 3 .+
S2sis aus Teeten SigenverToren Aovi = &My

Dann ist eine Fundamentalmatrix gegeben durch: ( }
Vo ---, W
Y (1) = (Mivl,. . Mty o

Die allgemeine Lésung des homogenen Systems mit konstanten Koeffizi-
enten lautet:

(1 n
YQ’)(: = w®O=3Y qMv, geR
2n k=1

Wir betrachten das System

()=GD0)

l

L . 4
Beispiel: (Vorbereitung auf Fal}}é})r a[@ﬂ?l“ﬂ:) =‘@~,UI;‘\ :XL«Z) -4‘5_—-‘10

o V8] < dt (2,7 0) = oM
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Fall 2: Die Systemmatrix A ist diagonalisierbar
Dann existiert eine Basis des C" aus (komplexen) Eigenvektoren
vl,...,v". Die zugehérigen Eigenwerte A1,. .., A missen weder reell
noch einfach sein.
Ein komplexes Fundamentalsystem (fiir C") ist gegeben durch

Y(t) = (Phr ‘,1‘ . ,P/‘\nfvn)

Die allgemeine, komplexwertige Losung des homogenen Systems mit
konstanten reellen Koeffizienten lautet:

n
() = Y epeMivk e
k=1

Bemerkung: Jede normale und damit jede symmetrische Matrix ist
diagonalisierbar (Lineare Algebra).
Normale Matrix bedeutet, dass A7 A = A AT gilt.

(&) = & = 44067 w02l

Frage: Ist es moglich, ein reelles Fundamentalsystem anzugeben?
Lineare Algebra:

Ist A € C\ R ein komplexer Eigenwert von A, so ist auch X (konjugiert—
komplex) ein Eigenwert. -
Dementsprechend ist ¥ ein Eigenvektor, falls v ein Eigenvektor ist.

Also: Nichtreelle Eig;v_verle und —vektoren treten stets paarweise auf.
Ersetze jedes komplexwertige Paar

yi) = My R
y2(t) = eMy % _ Tt
durch ev=Te
yi(t) = Re (f’\’v) = % My +(_XIY)
y2(t) = Im (c’\'v) = % (b’\'v - eX’V)

Fa&—i A el A:z, AVJA\/
A = A7 - Av =YW= AV
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Aus den beiden komplexen Vektoren

1
A () = e(1H20 1 22(t) = 1200t 1 \T/Q) :é 6‘[@4
—2i 2i el
berechnet man die beiden reellen Vektoren ({[z

yl(t) — Re (zl(t)) =fe [5%87;4(;]’-//‘:

0 = m (o) - @ 2t )
also €+2 BN
_ cos(2t) _ sin(2t)
i =¢ ( 2sin(2t) ) vi =¢ —2cos(2t) )

Damit lautet die allgemeine, reelle Losung des Systems

) _ ¢ €os(2t) + epsin(2t) .
ya(t) = ( 2:3]; sin(2t) — 2(?2 cos(2t) ) -

A e [

< ﬂzl-(l
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