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Bemerkung: Jede Losung eines Anfangswertproblems lasst sich auf ein
maximales Existenzintervall —co < iy < t < tmax < oo fortsetzen.

Der Graph (¢, y(t)) der Lésung kommt dabei flir t — iy bzw. t — tmax

dem Rand von D beliebig nahe, d.h. jeder Haufungspunkt von (¢, y (¢)) fir

t — tmin bzw. t — tmax liegt auf dem Rand 8D.

Beispiel:

1) Die Losung y(t) = exp(t) des Anfangswertproblems f (IL' \/) = 7
v=y y0)=1 D_ /]22

ist auf ganz R definiert. Also ist ¢mj, = —oc und tmax = oc. -
Esist D = R2 und Y

Jim (L) = (=x,0)€0D

Jim (ty() = (c0,00) € 0D
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2) Das Anfangswertproblem {(%‘7}' 7

= e
t
v=-2 y©=r>0, (D=FEx(0x)
y

besitzt die Lﬁsur}g y(t) = wf — 12, Dabei is @@ 4

und ¥y =-1T ya’y =f—‘f‘=h" ¥ A ¢ 1%
Jim (Gu() = (-r0)eaD 14t
3) Fiir das Anfangswertproblem F(*I’. ‘f} = 7 L /\/

V=12 uy0)=4q D=R?
erhalt man mittels Trennung der Variablen die Lésung
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Losung dieser Fixpurnitgleichung it il siner Fixpunkiteration
¥ = yo(t)

Y@ = W) + [ 1y ®ar

Verfahren der sukzessiven Approximation
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Satz: (Picard, Lindeldf)

Die rechte Seite f(¢,y) sei stetig auf dem Quader
Q:={(ty) R 1t —to| <a A |y~ yollec < b}

Ferner gelte mit Konstanten M, L > 0:

el < M veweq  beschiankd
6 5) — £ty < LIs -yl Y@ eq Lipschite sTe
(Lipschitz-Bedingung) (i Y/
Dann besitzt das Anfangswertproblem y'(t) = (¢, (1)), y(to) = yo

eine eindeutig bestimmte Losung y(¢), die mindestens im Intervall
[to —&.to + =] mit

. N b S{Gt 'Y
£ = min (a—) PR
M
definiert ist. - M
A
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Beispiel: (Verfahren der sukzessiven Approximation)
Wir betrachten das Anfangswertproblem F f\‘/) = 7

YY) =y(t), y(0)=1
Dann gilt mit y(o)(t) =1

t
v = yOW + [yOWdr =1+t
0

= (Beweis durch Induktion)

Flr k — oc folgt demnach

u() = lim yM(t) = 3° L = expt)
K A e =07 4 +°
Vh@w (OHJV‘“(mr <At ((eTldr =1+TH2
0 (o)
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Bemerkung:
1) Erfiillt die rechte Seite £ (¢, y) auf [t1, t2] < R™ die Lipschitz—Bedingung
[l£(t.5) — £ )| < LIF =y,

so besitzt das Anfangswertproblem mit t5 € [t1,t2] eine eindeutig
bestimmte Losung, die auf ganz [t1,t;] erklart ist. Man nennt dies
Globale Existenz.

2) Ein lineares Anfangswertproblem
h
V(O = AWYO+h() = fé‘w/(*)) -1k

¥(to) = ¥o

mit stetigen Funktionen A : R — R(™7%) |, : R — B® besitzt eine
eindeutig bestimmte Lésung, die auf ganz R definiert ist.

3) Ist f(¢,y) auf dem Quader Q eine_(i—Funkticn, so erfilllt (¢, y) dort
die Lipschitz-Bedingung.

10) Tt =04 e 4601 5_/%%//]7-11}/

Lip stz
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Satz: (Lemma von Gronwall)

Gilt fur eine auf |t — tg| < = stetige Funktion r(t) eine Abschatzung der

Fi :
orm O ‘ /{H,N,LL-.;
r(tY< a+4 r, a>0,4>0 B j 1.l
L{ alt)= o/+/3+rt6“

so folgt fir alle |t — ¢g| < = die Beziehung:
r(t) < acflt—tol AW [L[H) - )
(b(‘f’"‘tc)

Beweis: Wir definieren fur ¢ > tg
t

u(t) ::f--‘”fr(f)dr a(f}: « e
tg

Damit ergibt sich fiir die Ableitung von u(t) die Beziehung:
u'(t) = —Bu(t) + e Pl (k)
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Satz:  Fir Anfangswerte yo,zg € R seien die Lésungen y(t; to, yo)
und y (t; to. zo) auf dem Intervall [t — to| < e definiert.

Die Kons(anT; L > 0 sei eine Lipschitz—Kons(gnte der rechten Seite
£(t,y) auf einem Quader Q = [tg — =,tp + <] x Q.

Dann gilt fiir |t — tg| < = die Abschatzung

Iyt 0. ¥0) = y(t; to.20)1| < 579 [lyo — o]

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus dem Lemma von Gronwall.
¢

v(t: to.¥0) = Yo +/f(ﬂy(7:io.yo))d7

to
Mittels Dreicksungleichung erhalten wir damit:

Gorvt)
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Verallgemeinerung:
Sind £(¢,¥), g(t,y) stetig differenzierbar auf einem Quader mit
]
fEy)-g@W| < & Stermy
et M +
Iy £ < Liy-3 Lip schite

so gilt fir die beiden Lésung y (¢) und z(t) der Anfangswertprobleme
FaX

0 =gty vl =l N
|70 =), @) < |
die Abschatzung

ly(® =2l < llvo — zoll M=ol 4 M [ty — 20| Hlttol

< +?(EL\:40\ _ 1)

1 o"% qea[ﬂ‘}"ﬂ-
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Eine Anwendung: Parameterabhangige Anfangswertprobleme
Wir betrachten dazu das Anfangswertproblem
YI(t) =£(t,¥(1),)), v(to) =vo
d.h. die rechte Seite hangt von einem Parameter A € R™ ab.
Diese Problem lasst sich einfach auf den letzten Fall zuriickfiihren:

s el
Vi) = f(ty(t).z(t)), y(o)=vo = o
Z(t) = 0, z(tg) =X
Setzen wir w(t) = (y(t),z(t))T, so gilt mit (y)@a)t Yo
z P

g(t,w() = (f(t,w(t)),0)"

ellt=tol .

[lw(t; to, wo) — w(t;tog, Wo)ll =
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Satz: (Fortsetzung)

2) Die Lésung y(t; to, yo) istauf I x S, eine C1—Funktion bezuglich aller
Variablen.

3) Die so genannten Variationen

a
—v(tito,yo) € R™"
dyo

o
= —v(t:to, e R"
™ v(t;ito,¥o)

Y'(t) = fy(t,y(tto.y

J Y(o) =1

w/(t) = fy(t,y(tito,y0)) - w(t), | w(to) = —f(to,v0)
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