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1.3 Elementare Losungsmethoden fiir Differentialgleichungen
zweiter Ordnung

Typ A: Gegeben sei eine Gleichung zweiter Ordnung der Form

v'(1) = £t/ (D)
Die rechte Seite der DGL hangt also nicht von y(t) ab.
Setzen wir z(t) := y/(t), so erhalt man eine Gleichu@omnung:

2(6) = f(t,2(1)

LaRt sich diese Gleichung I6sen, so folgt

it
u(®) = y(to) + [ =(r)dr
=7 / © ot 4
y/_ z = 2 —_ z= Z h
G =

Y= Vet L+[Zs+co)o/; =y -
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Beispiel: Die sogenannte Kettenlinie ist die Lésung der Gleichung

y(8) = k14 (/(1)?

Die Subtitution z(t) := '(t) ergibt die Gleichung erster Ordnung

SO =112 = Sgperis be

Mittels Trennung der Variablen findet man

Typ C: Betrachte man den Spezialfall einer autonome Gleichung der Form

y'(t) = f(u(®)

V' = 1wy éé/_lz/) }: Gé]) |
L (z/)z ff(y]dy =F+C %A’/i

Man berechnet

S
<
Il

aash 2 :/dizzlg/dt = Kt —+¢c,
V14 22(8)
und daher y/l
z(t) = sinh(kt 4+ c1)
mit der Integrationskonstanten ¢ - 77—
Integration von z(¢) ergibt die Kettenlinie y(¢) in der Form
>
1
y(t) = = cosh(kt +¢1) + e . 1
k == f=x, t=x_
Nov 2-14:47
Beispiel: Gegeben sei die nicht exakte Gleichung 37 = _T%\’-Z‘f‘.— L‘T‘
Q-+ gy =0
Es gilt: ¥ h
Oh _Bg\, _ y-t 1
(az By)/h_tyftz_ t
Ansatz:

dm 1 1
T——?-m(t) = m(t)—? _

Damit ist die Differentialgleichun 7= (4 = -/ =l
i % 1
Tv)+w-ty=0 (%0
exakt und die (implizite) Losung lautet
®(t,y(1) =Injt| — ty(t) + l1/2(r3) = const.
$ty) = Sgthy)dt = e pl-Fy ~C&)

Moo 4l L b=yt > &F |
Té rey blty)= bty <455 = C
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= ¥ = 120 +0) 1= :
Die Funktion y(t) sei invertierbar (auf einem gewissen Bereich) f ’ :j 7’ o'y
2
j_t =z =¥+ Ci
v \2(Fw) +0) LSS prre s
und man erhélt y(¢) durch Auflésen von J
dy -
t=t(y)=i/’7 ct -t
S\ 2(F C .
V2(F () + ) ot o S+ 6
< S‘-—;fﬁlcf\)
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Bemerkung: Jede Losung eines Anfangswertproblems lasst sich auf ein
maximales Existenzintervall —oc < tjp < t < tmax < oc fortsetzen.
Der Graph (¢, y(t¢)) der Lésung kommt dabei fir ¢ — ¢y bzw. t — tmax
dem Rand von D beliebig nahe, d.h. jeder Haufungspunkt von (}\y(t)) far
t — tmin bzw. t — tmax liegt auf dem Rand 9D.

Beispiel:
1) Die Losung y(t) = exp(t) des Anfangswertproblems
Y=y y0)=1
ist auf ganz R definiert. Also ist ¢y, = —oc und tmax = oc.
Esist D = R? und

Jim (6y(@®) = (—,0)€0D Y

:—Ijlrnqax(tﬁy(t))

)

2.1 Existenz und Eindeutigkeit fiir Anfangswertaufgaben

S
Beispiel: Wir betrachten das Anfangswertproblem V\’J‘{ ’ﬁﬂ

V(&) =yy@®)|, y0)=0

Diese Gleichung besitzt beliebig viele Losungen: seien

—%(t-ﬁ-or)2 I —o<t< —d

y(t) = 0 D —a<t< B

e+p? - f<i<

Eigenschaften der rechten Seite:

1) Die rechte Seite ist stetig und beschranky:
a>0,

2) Die rechte Seite ist dort nicht Lipschitz—stetig,

3) Die rechte Seite ist bei y = 0 nicht differenzierbar.
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