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Aufgabe 1)

a) Gegeben ist das Differentialgleichungssystem y'=Ay + h(t)

w (1 5) ro=() vo-(
(i) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des homogenen Differentialglei-
chungssystems.
(ii) Bestimmen Sie mit Hilfe eines geeigneten Ansatzes eine partikuldre
Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems.
b) Gegeben ist die Randwertaufgabe
2y" —zy' +y = hz) xz €]l 3|
y(1) + ay'(1) =m
y(3) = 3y'3) =7 oy, e €R.
Die Funktionen
yi(z) =z, y2(x) = - In(x)

bilden ein Fundamentalsystem der zugehorigen homogenen Differentialglei-
chung.

Fiir welche Werte von « ist die Randwertaufgabe fiir beliebige 71, 72 € R
und beliebige auf dem Intervall [1,3] stetige Funktionen h(x) eindeutig
l6sbar?

Losung:
a) (i) [4 Punkte] Losung des homogenen Systems:

1—A -1
4 —-3-A
also Al=X=—1.

2 -1 1
(4 _2>V—0 = 201 = vy = V—(Q)

Der Eigenraum hat die Dimension 1. Es wird ein Hauptvektor benotigt.

2 -1\ N (05
4 —9 W =YV = w1 = Woy = W = 0

Allgemeine Losung:

B [ le7t (t+0.5)e ! [ le7t (t+0.5)e ! ¢
x(t) = Y(t)e = ( 2e7t otet )T\ 2t 2te™t s

det(A—)\I):’ ’:(1—>\)(—3—)\)+4:(>\+1)2
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(ii) [2 Punkte]
Partikulidre Losung der Inhomogenen Aufgabe:

Setzt man den Ansatz y,(t) = (Z) in das System ein, so folgt:

0=a—bb+1 <= b=a+1
0=4a—-3b+3 =4a—-3a—-3+3 < a=0,b=1.

b) [4 Punkte] Es gilt y5(z) =1+ In(z) und

Ri(y) =yi(1) +ay'(1) =1+ «,

Ri(y2) =ya(1) +aya'(1) =0+,

Ro(y1) =11 (3) — 3y1'(3) =3—-3=0,

Ry(ya) =42(3) — 3y2'(3) =31In(3) = 3(1 +In(3)) = -3

Die RWA ist genau dann fiir alle v1,v2 € R, h(x) eindeutig 16sbar, wenn

die Martrix
R — Ri(y1) Ri(y2) _ l+a «
. Ry(y1) Ra(yo) 0 -3
regulér ist. Also genau dann, wenn

—3a —3# 0 << a# —1.
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Aufgabe 2)

a) Bestimmen Sie mit Hilfe der Substitution u := z — 2y die Losung der
Anfangswertaufgabe

y' = exp(z —2y) + 0.5, y(0) = 0.

b) Gegeben sei das lineare System

-3 0 3
y'=|[-1 - 1] y.
3 0 -3

Untersuchen Sie das Stabilitdtsverhalten des stationiiren Punktes (0,0,0)7
in Abhéngigkeit von dem Parameter v € R.

Losungsskizze zur Aufgabe 2)

T —u , 11—
a) 7,L:95—2y:>y:T — y' = 5

1—u'
2

= exp(u) + 0.5 <= u' = —2¢" [2 Punkte]
/—e‘“du = /de — e " = k+2r <= —u = ln(k+22)

2y=a+Ink+22) A y(0) =0 <= y(z) :%(x—I—ln(l—I—Qx))

[2 Punkte]
b) Charkteristisches Polynom :  P(A) = (—y = A)[(3+ A)? —9]. [1 Punkt]

Eigenwerte : A\y = —v, A =-3+3=0 N =-3-3 [1 Punkt]
¥ >0 < A, A3 <0, Ay =0 einfacher EW: stabil
7 <0 <= A >0 instabil [2 Punkte]

7y=0= A =0, =0 A3=-6
Eigenraum zum doppelten EW Null:

-3 0 3 vy
-1 0 1 V2 =0 <= v3=1;
3 0 =3 U3
Eigenvektoren:
0 1
o= 11], o&:={o0
0 1

Der Eigenraum des algebraisch zweifachen Eigenwertes Null hat die Dimen-
sion zwei. Die Nulllésung ist stabil. [2 Punkte]



