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Aufgabe 1)

a) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

0 20 O

;o : -2 00 O
y =Ay mit A= 0 0 0 —2
0 02 0

Es sei ¢ die imaginéire Einheit (72 = —1). Die Matrix A hat den doppelten

Eigenwert 2¢. Die Vektoren

. T

vy und

— (100", v=(0 0 1 —i)
sind Eigenvektoren der Matrix A zum Eigenwert 2¢. Aus diesen Informa-

tionen folgt:

f Durch
1 cos(2t)
| —cosin(2t)
y(t) - 3 COS(Qt) C1,C2,C3,C4 € R
—cy sin(2t)

ist die allgemeine reelle Losung des Systems gegeben.

Die Funktionen

w
cos(2t) sin(2t)
—sin(2t cos(2t
y[l}(t) _ ( ) [2] (t) _ ( )
0 0
0 0
0 0
0 0
Bl(4) = [4l(4) =
vyl = cos(2t) yolt) = sin(2t)
sin(2t) — cos(2t)
bilden ein reelles Fundamentalsystem fiir die Aufgabe 3/ = Ay.
f Fiir die Losung der zugehorigen Anfangswertaufgabe
y'=Ay, y(0)=(1,1,1,1)"
gilt y(r) = (1, =1, =1, )T .

f Der Gleichgewichtspunkt y = (0,0,0,0)7 ist strikt stabil.
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b) Sei Y(s) die Laplace Transformierte der Losung y(t) der Anfangswertauf-
gabe

vV'+y'+y+y=e’, M@ZQ?@ZQwﬂmz—L

Dann erhélt man als Laplace Transformierte der Anfangswertaufgabe die

folgende algebraische Gleichung im Bildraum

1
34 g2 1)Y =
f (s +s*+s+1) P
3
S+ 52 Y —=+1= :
f (57 +5°+s54+1) 5t ]

3s 1 1
34 g2 1) .
(s°+s°+s+1) 7 2 511
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c) Mit Hilfe der folgenden Matlab Befehle soll eine Ndherung fiir die Losung
der Anfangswertaufgabe

—t

') = ——y(t 0) =2
y(t) =z 7v®, y(0)
fiir ¢t € [0,3] berechnet und geplottet werden.

function klausur

tspan= [0 3];

y0=2;

[t,y] = ode45(@AWA, tspan, yO0);
plot(t,y)

(i) Schreiben Sie das noch fehlende Unterprogramm zur Auswertung der
rechten Seite der Differentialgleichung.

(ii) Ergénzen Sie das Programm, so dass ein Naherungswert y3 fiir den
Wert der Losung y(t) an der Stelle ¢ = 3 ausgegeben wird. Sie brau-
chen nicht das Programm abzuschreiben. Geben Sie nur an, an welcher
Stelle welche zusétzliche(n) Zeile(n) stehen muss/miissen.

Losung zu c)

a) function dydt=AWA(t,y)
dydt=exp(-t)*y/(t"2+1);

b) Unmittelbar vor dem Plot-Befehl oder als letzte Zeile des Programms

yend=y (end)

oder z.B. an gleicher Stelle

1=1length(y)
yend=y (1)
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Aufgabe 2)

a) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

Y= Yiye + Y — 2y19s
Yy = — Y — Y19

Untersuchen Sie den Gleichgewichtspunkt y; = y; = 0 des Systems auf
Stabilitdt. Verwenden Sie gegebenenfalls eine Funktion der Form

V(y1,y2) = ay; + bys .

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung

vy =2,
2y(0) — y'(0) = 0,
y(1) = y'(1) =0,
y"(0) = y"(1) =0,

in Matrixschreibweise um.
Losungshinweise zur Aufgabe 2)

a) Mit den iiblichen Bezeichnungen gilt

2 —2y2 y?4+3y2 -4 0 0
U G e R ) S R

Mit Hilfe der Eigenwerte von JF(0,0) ist also keine Aussage iiber die
Stabilitét zu erhalten.
Mit

V(y1,y2) = ay? + by; und damit VV = (gzzl>
2

gilt
<VV, f>=2(ayly2 + ayrys — 2ayiy3 — byiys — by1y3)
= 2(y3 ya(a — b) + y1y3(a — b) — 2ay? y3)

Mit a = b > 0 hat man also eine Ljapunov Funktion.
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Denn es gilt V(0,0) =0
V(yi,y2) >0, V(yi,y2) # (0,0)

<VV, f><0

allerdings gilt

n=0Vyu=0=<VV,f>=0

Man kann nur auf Stabilitdt und nicht auf asymptotische Stabilitét schlie-

Ben.
b) )\2()\+1):O = A =X =0, A3=-1
n (t) = €0t = 17 yQ(t) = te()t = ta y3(t> =e

yn(t) = c1 + cot + cze™t.
Ansatz fiir y, = at® - €® eingesetzt in die Dgl. ergibt a = 1. Also hat man

die allgemeine Losung:

y(t) = c1 +cat + 12 +cze.
c) Mit Y(t) := (y(1), y'(t), y"(1))" :

—t

01 0 0
Yi)=100 1| -Y@®)+]o0
00 —1 2

2 -1 0 00 0 0

00 0]-YO0 + (1 -1 0]-Y(1)=]0

0 0 1 0 0 -1 0



