Bedingungen fiir Potentiale.

‘Bemerkung: Ist f(x), x € D C R3, ein C1-Vektorfeld mit Potential ¢(x), so folgt
rot f(x) =rot (Vip(x)) =0  fiirallexe D

Somit ist rot f(x) = 0 eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines
. . P e e s ]
Potentials ist.

Definiert man fiir ein Vektorfeld f : D — R2 D c R2, die skalare Rotatlon
SR CRT T,

3%’ /'VL&.-/B
ot of
mtf(x,,)_az( y)— 5 (6y) Lb o ]

M]L:/LA‘@(’F) = 3‘407? Oq%f; = Q9 4 (WC Lp C2

so ist rot f(x, y) = 0 auch ‘in zwei Dimensionen eine notwendige Bedingung.

Die Bedingung
rot f(x) =

ist eine hinreichende Bedingung, falls das Gebiet D einfach zusammenhéngend
ist, d.h. keine “Locher” enthalt.
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S Baapel. L e e e

Wir betrachten erneut das Vektorfeld N
(@ )

f(x,y) == = ( I ) mit (x y)T € D=R?\ {0}

+y x .
| 3 . = Iyt
Berechnet man die_Rotation, so ergibt sich

1 —y . 0 X 0 | ¥ e _3_ é __2 Fﬂ

1 2x° PR 11 O 2y?
x2+y2  (2+y2P2  xX2+y? (x2 + y2)2

= 0

Allerdings besitzt f(x y) b e Menge D =RR?\ {0} kein Potential,
Das Gebiet ist namlich nicht einfach zusammenhangend.
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~ Der Inte;

oralsatz von Green fiir Vektorfelder im R%.

Satz: (Integralsatz von Green)

Sei f(x) ein C1-Vektorfeld auf dem Gebiet D C R2. Weiterhin sei K C D
kompakt und beziiglich beider Koordinatenrichtungen projizierbar, sodass
K von einer geschlossenen, stiickweisen C'-Kurve c(t) berandet wird.

Die Parametrisierung von c(t) sei so gewahlt, dass K stets links zur e
Durchlaufrichtung liegt (positiver Umlauf). Dann gilt: L Lt

. >
%f(x) d% = / rot f(x) dx
£ K

Bemérkung:

Der Greensche Integralsatz gilt auch fiir kompakte Bereiche, die sich in
endlich viele, beziiglich beider Koordinatenrichtungen projizierbarer W ™
Bereiche zerlegen lassen, in so genannte Greensche Bereiche. . - -
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~ Alternative Formulierung des Greenschen SatzesI.

Wir hatten gesehen, dass die Beziehung

%fx)dxuf(fT)dSw § (few), B M

tcL it o s

gilt, wobei T(t) =, 2%3“ den Tangenteneinheitsvektor bezeichnet. T

Daraus folgt mit dem Integralsatz von Green

/ rot f(x) dx = ng(f, T) d?

Ist f(x) ein Geschwindigkeitsfeld, so ist die durch f beschrlebene Stromung unter
der Bedingung rot f(x) = 0 wirbelfrei, denn -

{ f(x)dx

ist gerade die Zirkulation von f(x).
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Alternative Formulierung des Greenschen Satzes IIl.

Ersetzt man in der obigen Gleichungen den Vektor T durch den duBeren 7= (]—1 [ L)
Normaleneinheitsvektor n = (7>, —T1) ", so folgt nT =0 ! '

vf/ iK(f,n) ds = aK(ﬂTz'_ szl)dsﬁf;K<@,.T> ds

- #
h | 1—-; jKrot ( ; ) dx m/ div f dx
.und damit die Bgmehuné ' X Mcf 13’4 +34f a Aa( fc.) + JF d"f'p

XIS
/ div f(x) dx = f (f,n) ds R P
K oK |

Ist f(x) das Geschwindigkeitsfeld einer Strémung, so beschreibt die rechte Seite

den Gesamifluss der Stromung durch den Rand von K. Gilt also divf(x) =0, so

ist die Stromung quellen— und senkenfrei (oder dwergenzfrez) dw o mk = 5’2"'#6-(
Al =0 b K -
9 dlu q)\,@é(z 30(:119 - f \jm{.)m w he = B8,
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NOchmal zur_iick zur Existen_z von Potentia'!en. -

Folgerung: Ist rotf(x) =0 firallex€ D, D C ]Rz ein Gebiet, so folgt
,, | 5
){ f(x)dx =0 . e
Lo} !

Cﬁﬂ@u» .

fiir jede geschlossene stiickweise C1—Kurve, die einen Greenschen Bereich
B C D vollstandig umrandet.

Definition: Ein Gebiet D C R” heiBt einfach zusammenhidngend, falls sich
jede geschlossene Kurve ¢ : [a, b] — D stetig innerhalb von D auf einen

Punkt in D zusammenziehen lisst. Genauer: es gibt fiir xX® € D eme stetlge 4!7 (o)
Abbildung

& [a,b] x [0,1] -+ D %)

mit ®(t,0) = c(t), fiir alle t € [a,b] und &(t,1) =x° € D, fiir alle
t € [a, b]. Die Abbildung ®(t,s) nennt man eine Homotopie.
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_ Integrabilititsbedingung fiir Potentiale

Satz: Sei D C R” ein einfach zusammenhangendes Gebiet. Ein
Cl-Vektorfeld f : D — R" besitzt genau dann ein Potential auf D, falls die
Integrablhtatsbedmgmg

Jf(x) = (JF(x))T fur allex € D
erfiillt ist, d.h. falls gilt
Ofc  Of;

= — Vi, k
aX} 6Xk s

Bem.erkung: Fiir n = 2,3 stimmt die Integrabilitdtsbedingung mit < by - 356
e )

rotf(x) =0 , \
\
liberein. | | Chez bl o
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~ Beispiel. ‘
Fiir x € R3\ {0} sei das Vektorfeld f
r—);y +sinz
f(x) = lnrz—l—g-'}%*-{—zey mit 2 = x% + y? + 2°
P , |

+ey + X COS Z

gegeben. |
Wir wollen untersuchen, ob f(x) ein Potential besitzt.

Die Menge D = R3\ {0} ist offensichtlich einfach zusammenhangend.
Weiterhin gilt

rot f(x) =0
“Also besitzt f(x) ein Potential. |
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- Berechnung des Potentials.

Es muss gelten: f(x) = Vip(x). Demnach folgt: (\0 ' f{lsrxlf'-zl'vﬂ

Op 2xy .
/’."G 3 = toy,2)=—5 +ging,

- - we

Durch Integration beziiglich der Variablen x ergibt sich: Q?, ﬁ,,,,,&)x _

- 2 o
o(x) “.,}.f.!,n@rw'*' xsinz + c(y, z)
S s ety

mit einer unbekannten Funktion c(y, z).
Einsetzen in die Gleichung

2k Oy 2y2 "

9 .W-ufz(x y,z)ﬂ—lnr -+ = +Ze

liefert

% g '+---— = Ipr +/y—+zey
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Berechnung des Potent:als (Fortsetzung)

Daraus folgt die Bedingung

und somit gilt
c(y,z) = ze¥ + d(z)

'#
fiir eine unbekannte Funktion d{z). Wir haben damit:
%" : go(x)*ylnr + xsinz + ze¥ + d(z) (f)«% = L0 +ek7_,.,km+«f~d>{2-,
Die letzte Bedingung lautet
| 3*:0 gf = flx ¥, 2} = %}’; + e’ + xcosz

Daraus folgt d’ (z) — 0 und das Potential ist gegeben durch

ga(x)mylnr2+xsinz+zey+c firce R
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__Kapite_‘l_ 3. .lntegralrech.nung mehrerer Variabler

3.3 Oberﬂéichenihtegrale
Definition: Sei D C R? ein Gebiet und p : D — R3 eine C1-Abbildung

c[’}—
x = p(u) mith]R3 und u = (1, )7 € D C R?
. - P (“A,H'z.)
Sind fiir alle u € D die beiden Vektoren pui= (F; f:”:f) P
Pru, o T
Pruy ) 53 und g_?__ {[)71 Uy
o “ = | Vb;:‘i,

linear unabhingig, so heiBt

F = {p(u) | u € D}

eine Flache bzw. ein Flichenstiick. Die Abbildung x = p(u) nannt man
dann eine Parametrisierung oder Parameterdarstellung der Flache F.
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Belsp:el I
- ‘SW
er betrachten fiir gegebenes r > 0 die Abbﬂdung |
A fest L~
rcos —1
o) = [ reing | MrlpdeR KN
z | _— |

Die dadurch parametrisierte Fliche ist ein unbeschrankter Zylinder im R3. o

Schrinken wir den Definitionsbereich ein, etwa
(¢,2) € K :=[0,2n] x [0, H] C R?

so erhalten wir einen beschrinkten Zylinder der Héhe H. H-

Die partiellen Ableitungen : - |

RS 1 ‘ 0 //;2('33’ ‘;
op A op ) P | ™0 |
—_ = e 0 D A A

von p(y, z) sind linear unabhangig auf ganz R2.
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Beispiel :'II

Der Graph einer skalaren C~Funktion ¢ : D = R, D C R?, ist eine Flache
Eine Parametrisierung ist gegeben durch

uy
p(ug, ) : up furue D
p(u1, u2)
Die partiellen Ableitungen
op . op ¢
-\ o) am |}
1 u i
Pun 2\ ¢
sind linear unabhangig.
Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH)
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Die Tang_entia.lebéne einer Flache
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Die beiden linear unabhingigen Vektoren

a4 uo)

1
liegen tangential an die Flache F.

und
auf.

au2 (uo)

Sie spannen die Tangentialebene ToF der Fliche F im Punkt x°
ToF :

Die Tangentialebene hat die Parameterdarstellung

x=x+ A——(uo) + p
berechnen?

" =P (%
2

fir\,peR
Frage: Wie kann man den Flacheninhalt einer gegebenen Fliche F
Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH)
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Das Oberflachenintegral einés Flachenstiickes

von p(K) definiert durch das Oberfldchenintegral

Definition: Sei p : D — R3 die Parameterdarstellung einer Fliche, und sei
K C D kompakt, messbar und zusammenhingend. Dann wird der Fldcheninhalt

f do == /
p(K) K

Dabei nennt man den Term

op op
Bur (u) x 8—112(u) du

do =

2w %

das Oberflichenelement der Fliche x = p(u)

Bemerkung: Das Oberflachenintegral ist insbesondere unabhangig von der
Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH)

speziellen Parametrisierung der Flache Dies folgt aus dem Transformationssatz.

]
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Beispiel.

A
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Fiir die Mantelfliche des Zylinders Z = p(K) mit
und

[0,27] x [0, H] € R?

r cos @

x =p(p,z) = | rsing
z
erhdlt man mit

| “ 890 62
den Wert

fiir (i, z) € R?

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH)
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