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Kapttel 3 Integralrechnung mehrerer Vanabler -

3.2 Kurvenintegralé

‘Fiir eine stiickweise Cleurve c: [a b] — D, D C R", lund eine stetige skalare

Funktion f : D — R hatten wir das Kurveni ﬁt&gTLﬁﬁl&LAﬂ_q&fE,HIETt durch
i A@ J Zf ~1L(,ﬁ'i

[ Flx) ds = f Fle(e) & dt

wobsei || - || die euklidische Norm bezeichnet. | @ |

Erweiterung: Kurvenintegrale liber vektorwertige Funktionen, d

ff(x)dx 7 Z /

Anwendung: Ein Massenpunkt bewegt sich entlang c(t) in emem Kraftfeld f(x)
Frage: Welche physikalische Arbeit muss entlang der Kurve geleistet werden?

Aabrt = oot » prhgr Ly
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Kurvemntegrale zwe!ter Art

Defmatlon Fiir ein stetiges Vektorfeld f D —-R", DC ]R" offen und ;fé b&ti&m

eine stiickweise C1—Kurve ¢ : [a, b} — D definieren wir das Kurvenmtegrai sl
zweiter Art durch - \

b .
l )l f (F(c(t) &(8)) ot

Herleitung: Approximiere die Kurve durch einen Streckenzug mit Ecken
c(t;), wobei
Z={a=t<ty<---<tm=b}

eine Zerlegung des Intervalls [a, b] ist.

Dann gilt fiir die in einem Kraftfeld f(x) entlang der Kurve c(t) geleistete
Arbeit die Ndherungsformel: & \ .

An Y <ﬁ(tm) e(t)
i=0 |
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_ Fortsetzung der Herleitung. -
Daraus folgt: ' %nﬂ““'* : @4({)

iEJ__L))(G(fm) C;(t))\/- -al)

sl Py ni b - Gk
= 33 et ()i - n)l/—fz f(t))<t]
J=31 i=0 ] ngs f’u\_—i@(& = ¢

Fiir eine Folge von Zerlegungen Z mit || Z]| — 0 konvergiert die linke Seite
gegen das oben definierte Kurvenintegral zweiter Art.

Bemerkung Fiir eine geschlossene Kurve c(t), d.h. c(a) = ¢(b), schreibt
man das Kuwenmtegral auch als

) o
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Eigenschaften des Kurvenintegrals zweiter Art.

e Linearitat:

/C(a:f(x) + Bg(x)) dx = = fc f(x) dx +ﬁfc g(x) dx

® Es gilt: % : &; = i@)
_ ey, b
ff(x) dx = /f(x) dx, '—c) o
3% ¥ & (ZL) = e 5 Cc 7 G
wobei (—c)(t) := c(b+a—t), a< t < b, den inversen Weg
bezeichnet. c,-@i,. \
@ Es gilt i i

]cl+c2 f(x) dx = ] £(x) ;;x FS / f(x) dx

wobei €3 + €2 den aus ¢; und ¢ zusammengesetzten Weg bezeichnet,
sodass der Endpunkt von ¢; der Anfangspunkt von ¢ ist. '
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._ We:tere E:genschaften des Kurvemntegrals zweiter Art.

@ Das Kurvenintegral zweiter Art ist parametrisierungsinvariant (S'&L‘e Eﬂ"k ’ t/
e Es gilt

jﬁ@w~[fmm T (0 ot = [ (6T

c(t)
e

mit dem Tangenten—Einheitsvektor T(t) :=

@ Formale Schreibweise:

/c £(x) dx = f Zf(x)dx, Z / it d

i=1
mit :
b
/ Bl = / £(c(£)é(e) dt
7 C a
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Beispiel.
Fiir x € R3 sei
f(X) = (“y!xazz)-r
c(t) = (cost, sin.t, at)’ mit 0 < t < 2w

Dann berechnet man

/Cf(x) dx = [(mydx+xdy+zzdz).

C

2w :
= (—sint)(—sint)+costcost + a’t?a) dt
- 0

27

(1+ a*t%)dt
0

3
= 21+ -3-(2w)3
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~ Die Zirkulation eines Feldes langs einer Kurve. '

. Definition: Ist u(x) ein Geschwindigkeitsfeld eines stromenden Mediums,
so nennt man das Kurvenintegral ¢ u(x)dx entlang einer geschlossenen
Kurve auch die Zirkulation des Feldes u(x). -

Beispiel: Fiir das Feld u{x,y) = (y,0)7 € R? erhilt man Iangs der Kurve

c(t) =(rcost,1+ rsint)T, 0 < t < 2 die Zirkulation { “":‘1
. 2T ' ‘
jgu(x) g% = (1 + rsint)(—rsint)dt - 1 gl T T
C 0 : .
37

2 ' } B
{—rsing - £ sin® Bt "y l 1
o |

: f2 _ 2w
= {rcost—— E(t——sin t cos t)] = g
0

I
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~ Wirbelfreie Vektorfelder.

Definition: Ein stetiges Vektorfeld f(x), x € D C R, heiBt wirbelfrei, falls
dessen Kurvenintegral lings aller geschlossenen stiickweise C'—Kurven
c(t) in D verschwindet, d.h. |

jgf(x) dx=0  fiir alle geschlossenen c.

h VSV ¥

sich z%ﬁ#SF@dx f(wa(ue. o S(J.:,—t— g‘ﬁh = § (Fevliz

Bemerkung: Ein Vcéktorfeid ist genau dann wirbelfrei, wenn der Wert des
~ Kurvenintegrals [_f(x)dx nur vom Anfangs— und Endpunkt des Weges,
jedoch nicht vom konkreten Verlauf der Kurve ¢ abhangt. in diesem Fall

nennt man das Kurvenintegral wegunabhangig.

Frage: Welche Kriterien fiir das Vektorfeld f(x) garantieren die
Wegunabhingigkeit des Kurvenintegrals?
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~ Zusammenhangende Mengen.

Definition: Eine Teilmenge D C R” heiBt zusammenhingend, falls je zwei

Punkte in D durch eine stiickweise C1—Kurve verbunden werden kénnen: M
gufo

- ZJI/I
vx0y0eD : de:fa,bl =D : c@=x"Acb)=y" s -

. : Vllc')kl"l‘-‘lw ?.L, » L
Eine offene und zusammenhingende Menge D C R” nennt man  ~7 = '
auch ein Gebiet in R". | |

o,
L]

= heh

Bemerkung: Eine offene Menge D C R” ist genau dann nicht
zusammenhdngend, wenn es disjunkte, offene Mengen U;, U, C R” gibt
mit :

U;ﬂD;é@, UzﬂD#@, Dc U Ul

Nicht zusammenhingende offene Mengen sind also — im Gegensatz zu
zusammenhingenden Mengen — in (zumindest) zwei disjunkte offene
Mengen trennbar.
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- Gradientenfelder, Stammfunktionen, Potentiale.

Definition: Sei f : D — R” ein Vektorfeld auf einem Gebiet D C R". Das
Vektorfeld nennt man ein Gradientenfeld, falls es eine skalare Cl-Funktion

¢ : D — R gibt mit
f(x) = Vi(x)

Die Funktion ¢(x) heiBt dann Stammfunktion oder Potential von f(x), und das
Vektorfeld f(x) nennt man konservativ. ‘

Bemerkung: Ein Massenpunkt bewege sich in einem konservativen Kraftfeld
K(x), d.h. K besitzt ein Potential ¢(x), sodass K(x) = V(x). Dann liefert die
Funktion U(x) = —¢(x) gerade die potentielle Energie:

e K Nesge )
[wF el =o |/* Klx) = mi = ~VU(x) = V@&

Multipliziert man diese B_eziehuhg mit X, so folgt  fr.od % Epe’

L vy ot @ .*_,J' > =t
= mGg>t  oUbpR =g e et e
m{x,x) + {VU(x),x) = 7 (~2—m||x” 3 U(x)) =0 | Bt desy
PR | (vol Houssntin)

Jens Steuckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis 1 fiir Ingenieure : 146 /182



 Hauptsatz fiir Kurvenintegrale.

‘Satz: (Hauptsatz fiir Kurvenintegrale)
Sei D C IR” ein Gebiet und f(x) ein stetiges Vektorfeld auf D.

1) Besitzt f(x) ein Potential (x), so gilt fiir alle stiickweisen
C'-Kurven ¢ : [a, b] — D:

[ £(x) dx = p(e(b)) — p(c(a))

Insbesondere ist das Kurvenintegral wegunabhangig und f(x)
ist wirbelfrei. i

2) Umgekehrt gilt: st f(x) wirbelfrei, so besitzt f(x) ein Potential (x).
Ist xX° € D em fester Punkt, und bezeichnet ¢ (fiir x € D) eine beliebige,
die Punkte x® und x verbindende stiickweise C'—Kurve in D so ist ¢(x)
gegeben durch:

| (p(x) = /f(x) dx + const.
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- Beispiel I. |
Das zéntralé .Kraftfeld o | | /l X 1 ;
K==, e = D
V) =B T Z o~ aF M g
besitzt das Potential Growlb— )
| (tau,. Mﬂ Uy 22l
U(X) = ” ” (xl + X2 + X3) " Wuhm Abst
i A
denn es gilt - ,_% = %,

VU = (4 + 8+ 8y, 2) =

Fiir die I3ngs einer stiickweisen C'—Kurve ¢ : [a, b] — R® \ {0} geleistete
Arbeit gilt dann |

a= | K = (“c(la)n ) nc(lbm)
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 Beispiel Il.

Das Vektorfeld
| 2xy + 2°
fx)=| x*+3z
3xz? + 3y

besitzt das Potential
o(x) = X%y + xz.3 + 3yz
Fiir eine beliebige C'—Kurve ¢(t) von P = (1,1,2) nach Q = (3,5, -2) gilt |
/f(x) dx = o(Q) — p(P) = —9 — 15 = —24
c - . |

Interpretiert man f(x) als elektrisches Feld, so gibt das Kurvenintegral
zweiter Art die Spannung zwischen den beiden Punkten P und Q an.

i)
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Beispiel Ill.

; o Y
Wir betrachten das Vektorfeld ' %iﬁ
1 y | - —f—t—)
] -] - T _ w2 L/
) =grsa( %) mitlonT e D=E\{0)

Fiir den Einheitskreis c(t) := (cos t,sin' t)7, 0 < t < 2w, bekommt man

= [ ()

2w
= / ldt =27
0

f(x, y) ist somit nicht wirbelfrei und besitzt auf D kein Potential.

| / F) dx = :ﬂ(f(c(t),i:(t)) dt
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