Analysis Il fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften J

Ingenuin Gasser

Fachbereich Mathematik
Universitdt Hamburg

Technische Universitdt Hamburg—Harburg
Wintersemester 2021/22

basierend auf dem Foliensatz von Jens Struckmeier Wintersemster 2020/21

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Analysis 111 fiir Ingenieure 1/182



Inhalte der Vorlesung Analysis IlI.

Partielle Ableitungen, Differentialoperatoren.

@ Vektorfelder, vollstandiges Differential, Richtungsableitungen.

o

® 6 00606 0O

Mittelwertsatze, Satz von Taylor.

Extrema, Satz iiber implizite Funktionen.

Implizite Darstellung von Kurven und Flachen.

Extrema bei Gleichungsnebenbedingungen.

Newton—Verfahren, nichtlineare Gleichungen und Ausgleichsrechnung.
Bereichsintegrale, Satz von Fubini, Transformationssatz.

Potentiale, Integralsatz von Green, Integralsatz von GauB.

Greensche Formeln, Integralsatz von Stokes.

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Analysis 111 fiir Ingenieure 2/182



Kapitel 1. Differentialrechnung mehrerer Variablen

1.1 Partielle Ableitungen
Im Folgenden sei

f(x1,...,xn) eine skalare Funktion, die von n Variablen abhingt
Beispiel: Die Zustandsgleichung eines idealen Gases lautet pV = RT.

Jede der drei GréBen p (Druck), V (Volumen) und T (Temperatur) 158t
sich als Funktion der anderen darstellen, wobei R die universelle
Gaskonstante ist.

= Vi t) = —

RT

V = V(p,T)=—
P

pV

T = T(p,V)=2
(P, V) =%
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1.1. Partielle Ableitungen

Definition: Sei D C R” offen, f : D - R, x% € D.

@ f(x) heiBt in x° nach x; partiell differenzierbar, falls der Grenzwert

of (x0) im f(x° + te;) — F(X0)

Ox; t—0 t
_ FOR, XX+t x0) — P, X0 x0)
- tl—% t

existiert, wobei e; den /—ten Einheitsvektor bezeichnet. Den Grenzwert nennt
man die partielle Ableitung von f(x) nach x; im Punkt x°.

@ Existieren fiir jeden Punkt x° die partiellen Ableitungen nach jeder Variablen

xi,i =1,...,n und sind diese stetige Funktionen, so nennt man f(x) stetig
partiell differenzierbar oder eine C'~Funktion.
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Beispiele.

@ Betrachte die Funktion
f(x1,x) = x2 4+ x5

Fiir einen Punkt x° € R? existieren beide partiellen Ableitungen und
diese sind auch stetig:

of

o 0y _
1 (x°) = 2xp

0y _ -
(x7) = 2xq, B

Die Funktion ist also eine C1—Funktion.

@ Die Funktion
f(Xl,X2) = X1+ ‘XQ’

ist im Punkt x° = (0,0) " partiell differenzierbar nach der Koordinate
x1, aber die partielle Ableitung nach xy existiert im Ursprung nicht!
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Konkretes technisches Beispiel.

Der Schalldruck einer eindimensionalen Schallwelle ist gegeben durch
p(x, t) = Asin(ax — wt)

Die partielle Ableitung
op

— = aAcos(ax — wt)

Ox

beschreibt zu einer festen Zeit t die 6rtliche Anderungsrate des
Schalldrucks.

Die partielle Ableitung

% = —wAcos(ax — wt)

beschreibt fiir einen festen Ort x die zeitliche Anderung des Schalldruckes.
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Differentiationsregeln

@ Sind f, g partiell nach x; differenzierbar, a, 5 € R, so gelten die Regeln

3(1- (af(X)Jng(x)) = a%(X)+5%(X)

o (F00-£09) = Fo09-800+ 76 FE(0
of og
0 (f(X)> L B R fiir g(x) # 0
Ox; \ g(x) g(x)?

@ Man verwendet alternativ die Bezeichnungen:
D;f(x°) oder £, (x°)

fiir die partielle Ableitung von f(x) nach x; in x°.
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Gradient und Nabla—Operator.

Definition: Sei f : D — R, D C R" offen, und partiell differenzierbar.
@ Man bezeichnet den Zeilenvektor

grad f(xo) o= (g)fl(xo), el 88::7 (xo))

als Gradient von f(x) in x°.

@ Weiterhin bezeichnet man den symbolischen Vektor

V= (;Xl,...,gin)T

als Nabla—Operator.
@ So bekommt man den Spaltenvektor

-
V() = <§;(XO), ey g:n (x0)>
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Weitere Differentiationsregeln.

Seien f(x) und g(x) partiell differenzierbar. Dann gelten die folgenden
Differentiationsregeln:

grad (af + 8g) = «-gradf+ [ -gradg

grad(f-g) = g-gradf+f-gradg

f 1
grad (g) = ?(g.gradf—f-gradg), g#0

Beispiele:
@ Sei f(x,y) = €*-siny. Dann gilt:
grad f(x,y) = (&* -siny, " - cosy) = e*(siny,cos y)

@ Fiir r(x) := [[x|l2 = /> + - + x2 gilt

X X
d = —— = fii 0
grad r(x) P XD iir x # 0,

wobei x = (xq, ..., Xx,) Zeilenvektor.
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Partiell differenzierbar impliziert nicht Stetigkeit.

Beobachtung: Eine (nach allen Koordinaten) partiell differenzierbare
Funktion ist nicht notwendigerweise eine stetige Funktion.

Beispiel: Betrachte die Funktion f : R? — R definiert durch

Xy

m fir (x,y) #0

fx,y) =
0 . fir (x,y) =0

Die Funktion ist auf ganz R? partiell differenzierbar, und es gilt

£(0,0) = f£,(0,0)=0
of 2
g(xm) ~ 4)—/y2)2 — 4(x2):—};/2)3’ (x,y) # (0,0)
of - 5% X2
@(X,Y) = 2+ _4(X2+y2)3’ (x,y) # (0,0)
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Beispiel (Fortsetzung).

Berechnung der partiellen Ableitungen im Ursprung (0, 0):

t-0 0
of f(t,0) — £(0,0 24 02)2
o 0,0) = lim (BO-FOO_ (20 ~_,
Ox t—0 t t
0-t 0
of f(0,t) — £(0,0 2422
9 0,00 = tim QOO0 _(@+8)?
Oy t—0 t t
Aber: Im Nullpunkt (0, 0) ist die Funktion nicht stetig, denn
11 1.1 L oom
lim f(,):" 2 s =4 = > X
n—00 n n (%%+%%) - 4

und somit gilt

lim  f(x, f(0,0) =0
L (x,y) # £(0,0)
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Beschrankheit der Ableitungen impliziert Stetigkeit.

Um die Stetigkeit einer partiell differenzierbaren Funktion zu garantieren,
bendtigt man zusatzliche Voraussetzungen an f.

Satz: Ist f : D — R, D C R” offen, in einer Umgebung von x° € D

partiell differenzierbar, und sind die partiellen Ableitungen D
Xi
0

i=1,...,n, dort beschrankt, so ist f(x) stetig in x°.

Beachte: In unserem vorigem Beispiel sind die partiellen Ableitungen in
einer Umgebung der Null (0,0) nicht beschrankt, denn es gilt

of N y x%y .
a(xa}/) - (X2 _|_y2)2 _ 4(X2 +y2)3 fur (Xa)/) 7é (O’ O)
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Beweis des Satzes.

Fiir [[x — X%« < €, € > 0 hinreichend klein, schreiben wir:
f(x) — f(xo) = (F(X1y -y Xno1,Xn)—F (X1, - . . 7x,,_l,x,?))

+ (f(xa,--.- ,xn,l,x,?) — (X1, .. ,xn,z,x,?fl,xg))

+ (FOa, X2, x0) — (X2, xD))
Fiir jede Differenz auf der linken Seite, betrachten wir f als univariate Funktion:
g(xn) —g(x%) = F(x1, ..., Xn_1, %) — F(X1, .+, Xn_1,x°)
Da f partiell differenzierbar, ist g differenzierbar und es gilt der Mittelwertsatz:
g(xn) —g(x7) = &'(€n) 60 — x7)

. . : 0
fiir ein geeignetes &, zwischen x, und x;.
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Beweis des Satzes (Fortsetzung).

Anwendung des Mittelwertsatzes auf jeden Term der rechten Seite ergibt somit

of
f(X)— f‘(XO) = Ix (X17"'7anla€n)'(xn_xf1))
of
+ m(xl, ... ,X,,_2,§n_1,xg) - (Xp—1 — X,?_l)
of
+ Tﬁ(fl,xg,...,xg)wxlfxf)

Mit der Beschrankheit der partiellen Ableitungen gilt
() = FOON < Gilxa =2+ - + Galxn — 7
fiir [[x —x%| s < €, und damit ist f(x) stetig in x°, denn es gilt
F(x) = £(x°)  fiir x —x°)|oc = 0
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Hohere Ableitungen.

Definition: Eine skalare Funktion f(x) sei auf einer offenen Menge
D C R" partiell differenzierbar. Sind die partiellen Ableitungen erneut
partiell differenzierbar, so erhalt man samtliche partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung von f mit

Pf 0 (of
Oxj0x; ~ Ox; \ Ox;

Beispiel: Partielle Ableitungen zweiter Ordnung einer Funktion f(x, y):

Cr_o (o o _ ooy Fr o
ox2 Ox \ Ox dydx Oy \ Ox Ox0y’  Oy2

Seien nun iy, ..., ik € {1,...,n}. Dann definiert man rekursiv

okf 0 ok1f
aX,'l<aX,'l<71 NN 8X,'1 - aX,'k 8X,'k718X,'k72 “en 8X,'1
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Ableitungen hoherer Ordnung.

Definition: Die Funktion f(x) heiBt k—fach partiell differenzierbar, falls alle
Ableitungen der Ordnung k,

Okf
_— furalleriy,..., ik €{1,....n
8X,"((9X,'k71 coo BX,'l Ly 1k { ’ ’ }’
auf D existieren.
Alternative Notationen:
Okf
DD _,...Djf = f)<f1...x;

8X,',((3'X,'1<71 . 8x,-1 - 13

Sind alle Ableitungen k—ter Ordnung stetig, so heiBt die Funktion f(x) k—fach
stetig partiell differenzierbar oder auch CkK~Funktion auf D. Stetige Funktionen
f(x) nennt man auch C°-Funktionen.

1 . n
Beispiel: Fiir die Funktion f(xi,...,x,) = [[ x/ gilt Bxa f‘dxl =7
i=1 e
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Partielle Ableitungen sind nicht beliebig vertauschbar.

ACHTUNG: Die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen
durchzufiihren sind, ist im Allgemeinen nicht beliebig vertauschbar!

Beispiel: Fiir die Funktion
fiir (x, y) # (0,0)

0 : fiir (x,y) = (0,0)

berechnet man direkt

£,(0,0) = a% (gi(o,oﬂ "

£(0,0) = (g;(O,O)):Jrl

d.h. £ (0,0) # £,(0,0).
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Vertauschbarkeitssatz von Schwarz.

Satz: Ist f : D — R, D C R" offen, eine C2—Funktion, so gilt

82f( )= O%f
OxjOx; ApasarR = Ox;iOx;

(X153 Xn)
fur alle i,j € {1,...,n}.

Beweisidee:

Zweifache Anwendung des Mittelwertsatzes.

Folgerung:

st £(x) eine CX—Funktion, so kann man die Reihenfolge der
Differentiationen zur Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur k—ten
Ordnung beliebig vertauschen!
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Beispiel zur Vertauschbarkeit partieller Ableitungen.

Berechne fiir die Funktion
f(x,y,2) = y?zsin(x®) + (cosh y + 17ex2)z2
die partielle Ableitung dritter Ordnung f.
Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen ist vertauschbar, da f € C3.

@ Differenziere zunachst nach z:

f
% = y?sin(x®) + 2z(cosh y + 17ex2)
V4
@ Differenziere dann f, nach x (damit fillt cosh y raus):
£ = 82 (y2 sin(x?) + 2z(cosh y + 17eX2))
X

= 3x%y?cos(x®) + 68xze”
@ Fiir die partielle Ableitung von f,, nach y erhalten wir schlieBlich

fyz = 6x°y cos(x?)
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Der Laplace—Operator.

Der Laplace—Operator ist definiert durch

n

82

A= ——

0x:

i=1 o

Fiir eine skalare Funktion u(x) = u(x, ..., x,) gilt somit
= 8%u
Au = W:unn"_'”"‘uxnxn

i=1 i

Beispiele fiir wichtige partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung:

1
Au——uy = 0 (Wellengleichung)
c
1 . . :
Au— U = 0 (Warmeleitungsgleichung)
Au = 0 (Laplace—Gleichung oder Potentialgleichung)
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Vektorwertige Funktionen.

Definition: Sei f : D —'R™/ D C R"/offen, f = (f1,..., fm)T, eine
vektorwertige Funktion.

Die Funktion f heiBt partiell differenzierbar in x0 € D, falls fiir alle

i=1,...,n die Grenzwerte (09 .- A, - ,0/
o ",-f—Q r’(o“‘f’
of 9 9) = tim f(x0 + tes —f(x%)
ox; __b»O t

existieren. Die Berechnung erfolgt komponentenweise

0f

OX;
gf_(xo): : firi=1,...,n
i Ofm

OX;

\/m.s;cAJ ][ Del" =R W{ ( S a';q)
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Vektorfelder.

Definition: Fir m = n nennt man die Funktion f ;: D — R" ein Vektorfeld
auf D. Ist jede Koordinatenfunktion f;(x) von f = (fi,...,f,)" eine
Ck—Funktion, so nennt man f ein CkK—\Vektorfeld.

Beispiele fiir Vektorfelder:

Geschwindigkeitsfelder von stromenden Fliissigkeiten oder Gasen;
elektromagnetische Felder;

Temperaturgradlenten |n Festkorpern.
Dcg" -
Defmltlon Fiir ein partlell differenzierbares Vektorfeld f : D — R”"

definiert man die Divergenz in x € D durch

80 o o

of;

divf(x0) := . —(x%

oder

divf(x) = Vf(x) = (V,f(x))
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Vektorfelder.

Definition: Fiir m = n nennt man die Funktion f : D — R” ein Vektorfeld
auf D. Ist jede Koordinatenfunktion f;(x) von f = (fi,...,f,)" eine
Ck=Funktion, so nennt man f ein Ck—Vektorfeld.

Beispiele fiir Vektorfelder:

e  Geschwindigkeitsfelder von stromenden Fliissigkeiten oder Gasen;
e elektromagnetische Felder;
e Temperaturgradienten in Festkorpern.

Definition: Fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld f : D — R”"
definiert man die Divergenz in x € D durch

naf;

e 0) . N 9T
divf(x") := 2 o

(x°)

oder

divf(x) = Vf(x) = (V,f(x))
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Rechenregeln und Rotation.

Es gelten die folgenden Rechenregeln:
div(af+8g) = adivf+ pdivg firf,g: D — R"
div(p-f) = (Veo,f)+edivf firp: D —R,f: D —R"
Bemerkung: Ist f : D — R eine C?>~Funktion, so gilt fiir den

Laplace—Operator
Af =div(VT)

Definition: Fiir ein partiell differenzierbares \@Kco_rﬁeldi\m@@, f:D— RS,
D C@ffen, definiert man die Rotation durch

0y (0h 0k OR Of 0f OR\'
. 8X2 aX3 ’ 8X3 8x1 ’ 6X1 8X2

x0
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Alternativ Notationen und weitere Rechenregeln.

rot f(x) = VIx|f(x) = a% 8%2 6%3
(5,
Bemerkung: Es gelten die folgenden Rechenregeln:
rot (af+Bg) = arotf+ Brotg
rot(p-f) = (Vo) xf+oprotf

Bemerkung: Ist ¢ : D — R, D C R3, eine C?>~Funktion, so folgt

rot (Vo) =0,

mit dem Vertauschbarkeitssatz von Schwarz, d.h. Gradientenfelder sind stets

rotationsfrei.
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Kapitel 1. Differentialrechnung mehrerer Variablen

1.2 Das vollstandige Differential

Definition: Sei D C'R" offen, xX° € D und f : D —R™. Die Funktion f(x)
heiBt differenzierbar in x° (oder vollstindig differenzierbar bzw. total
differenzierbar in xg), falls es eineUineare Abbildu@

I(xx) =A. (x—x) m Vobdan

M X h n
mit elner\Matrlx Ae R’"“’glbt fiir die die Approximationseigenschaft

f(x) = f(x°) + A - (x = x%) + o(|[x — X°|))
gilt, d.h.
im f(x) — f(x°) — A - (x — x0)

iy Tx—>]

=0.
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Das vollstandige Differential und die Jacobi—-Matrix.

Bezeichnungen: Man nennt di¢ lineare Abbildung || das vollstandige
Differential|oder das totale Differential von t(x) im Punkt x°, und man

bezeichnet | mit df (x°).

Die zugehorige Matrix f&eiﬁt‘ Jacobi—Matrix/oder| Funktionalmatrix kon
f(x) im Punkt x° und wird mi manchmal auch mit oder

f/(x%)) bezeichnet.

Bemerkung: Fiir m = n = 1 erhalten wir die bekannte Beziehung
f(x) = f(x0) + f'(x0)(x = x0) + o(|x — x0])
fir die Ableitung f'(xp) im Punkt xp.

Bemerkung: Im Fall einer skalaren Funktion (m = 1) ist A = a ein
Zeilenvektor und a(x — x°) ein Skalarprodukt (a”,x — x?).
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Vollstandige und partielle Differenzierbarkeit.

Satz: Seif: D = R™, x> € D ¢ R", D offen.

a) Ist f(x) in x° differenzierbar, so ist f(x) auch stetig in x°.

0

b) Ist f(x) in x° differenzierbar, so ist das (vollstindige) Differential und
damit auch die Jacobi—Matrix eindeutig bestimmt und es gilt

of , o
87X1(X )
JF(<) = 5
Ofm
Ax1

(%)

Ofy (0 Df (x)
B, (x7)

of

B %) Dfin(x%)

c) Ist f(x) eine C1-Funktion auf D, so ist f(x) auf D differenzierbar.
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Beweis von a).

Ist f in xO differenzierbar, so gilt nach Definition

i [f(x) = F(°) = A (x —x9)]

A Ix—>

=0

Daraus folgt aber 4o 1IC J| =/t 'E j“‘/’fﬂ Z‘“?EJIL

X—=a X220 e
lim [[f(x) = f(x°) = A- (x =x°)|| =0
x—x0
und wir erhalten
1) = FOQ) < [IF) = F60) = A~ (x =) + [IA - (x =)
— 0 fiir x — x°

Damit ist die Funktion f stetig im Punkt x°.
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Beweis von b).

Sei x =x? + te;, |t| <&, i€ {L,...,n}. Daf im Punkt x° differenzierbar
ist, folgt -
0 0 /
im f(x)—f(x)—A.(x—x):O dlﬁfg a N
e
Wir schreiben nun
fx) —f(x0) —A-(x—x%)  f(x%+ tej) — f(x°) _ thAe,
155 %0l oo t] t]
_ ot fx® + ter) — (X% Ae,
t] t

— 0 firt -0
e dlﬁ&/&\ x4
Daraus folgt
oo oy Hesele on Al—)
lim (" + tei) — (X):Ae,- i=1,...,n

t—0 t
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Beispiele.

@ Betrachte die skalare Funktion f(xi,x2) = x;€>2. Dann lautet die
Jacobi—Matrix:
Jf(Xl,XQ) = Df(Xl,XQ) = (92)(2(17 2X1)

@ Betrachte die Funktion f : R¥— R2/definiert durch

X1X2X3
f(x1,x2, x3) =

sin(x1 + 2x2 + 3x3)

Die Jacobi—-Matrix ergibt sich in der Form

8X1 6)@ (9X3 X2X3 X1X3 X1 X0
J(x1, x2,x3) = =

o Ofh  Of cos(s) 2cos(s) 3cos(s)

8X1 8X2 8X3

wobei s = x; + 2x> + 3x3.
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Weitere Beispiele.

@ Sei f(x) = Ax, A € R™*" und x € R". Dann gilt
Ji(x) =A fur allex € R”

o Sei f(x) =x"Ax = (x,Ax), A € R™" und x € R".
Dann gilt

g = (e;,Ax)+<x,Ae;>

Ox;
= x"(AT 4+ Ae;

Daraus folgt
Jf(x) = gradf(x) = x" (AT + A)
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Differentiationsregeln.

Satz:

a) Linearitdt: Sind f, g : D — R™ differenzierbar in x0 € D, D offen, so ist
auch af(x%) + Bg(x°), o, B € R, differenzierbar in x° und es gilt

d(of + 8g)(x°) = adf(x’)+ Bdg(x°)
Jaf +8g)(X°) = aJf(X®)+ B Jg(x°)
b) Kettenregel: Ist f : D — R™ differenzierbar in x% € D, D offen, und ist

g : E — R differenzierbar in y° = f(x°) € E C R™, E offen, so ist go f
ebenfalls in x° differenzierbar.

Fiir die Differentiale gilt

d(g o f)(x°) = dg(y°) o df(x°)

und analog fiir die Jacobi—Matrizen
J(g o)) = Jg(y°) - JF(x°)
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Beispiel zur Kettenregel.

Sei h:/ — R”, | C R Intervall, eine in ty € | differenzierbare Kurve mit
Werten in D C R”, D offen, und f : D — R eine in x° = h(to)
differenzierbare skalare Funktion.

Dann ist auch die Hintereinanderausfiihrung

(foh)(t) = f(hi(t),..., ha(t))

in tp differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt:
(foh){to) = Jf(h(to)) Jh(to)
= gradf(h(t)) - h'(to)

= Y S hlte) - Hilto)

k=1
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Richtungsableitungen.

Definition: Sei f : D — R, D C R" offen, X € D, und v € R\ {0} ein
Vektor. Dann heiBt

D, F(°) = fim F(O + tv) — F(x9)

t—0 t

die Richtungsableitung (Gateaux—Ableitung) von f(x) in Richtung v.

Beispiel: Sei f(x,y) = x>+ y? und v = (1,1)". Dann gilt fiir die
Richtungsableitung in Richtung v:

)2 £2 52 2
D, f(x,y) = lim X+t +r+t) —x"—y
t—0 t
o 2xt+ 24 2ur S 12
m

= |
t—0 t

= 2(x+y)
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Bemerkungen.

@ Fiirlv = e; ist die Richtungsableitung in Richtung v gegeben durch die
partielle Ableitung nach der Koordinatenrichtung x;:

,@»{ ﬂ%iq-_@))—— &9 _Ip, 70) = of 00)
P

a 8x,-

@ Ist v ein Einheitsvektor, also ||v|| = 1, so beschreibt die Richtungsableitung
D, f(x°) den Anstieg (bzw. die Steigung) von f(x) in Richtung v.

Y=V 4

@ Ist (x) in x° differenzierbar, so existieren samtliche Richtungsableitungen
von f(x) in x® und mit h(t) = x° + tv gilt

D, f(x°) = %(f o h)|t=o = grad f(x°) - v

Dies folgt unmittelbar aus der Anwendung der Kettenregel.
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Eigenschaften des Gradienten.

Satz: Sei f : D — R, D C R" offen, in x° € D differenzierbar. Dann gilt
a) Der Gradientenvektor grad f(x°) € R” steht senkrecht auf der Niveaumenge
Ny = {x € D|f(x) = f(x°)}
Im Fall n = 2 nennt man die Ni\_/_eaumengen auch Hohenlinien, im Fall n =3
heiBen die Niveaumengen auch Aquipotentialflachen.

2) Der Gradient grad f(x°) gibt die Richtung des steilsten Anstiegs von f(x) in

X0 an.

Beweisidee:
a) Anwendung der Kettenregel. (<&zb>] ¢ el ‘/:/L ))
b) Fiir beliebige Richtung v gilt mit der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung

D, F(x%)] = I(grad £(x°),v)| < |lgrad f(x°)]2
Gleichheit wird fiir v = grad f(x°)/||grad f(x°)||> angenommen.
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Krummlinige Koordinaten.

Definition: Sei ® : U — V, U, V C R" offen, eine C'~Abbildung, fiir die
die Jacobimatrix J®(u®) an jeder Stelle u® € U regulir ist.

Weiterhin existiere die Umkehrabbildung ®~1: V — U und diese sei
ebenfalls eine C1-Abbildung.

Dann definiert x = ®(u) eine Koordinatentransformation von den
Koordinaten u auf x.

Beispiel: Betrachte fiir n = 2 die Polarkoordinaten u = (r,¢) mit r > 0
und —7m < ¢ < 7 und setze

X = rcosy
y = rsingp

mit den kartesischen Koordinaten x = (x, y).
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Umrechnung der partiellen Ableitungen.

Fiir alle u € U mit x = ®(u) gelten die Relationen
o Hd(u) = u

Joi(x)-Jo(u) = 1, (Kettenregel)

Jo7Hx) = (Jo(u)?
Sei nun f : V — R eine gegebene Funktion und setze
f(u) := F(®(u))

Dann folgt aus der Kettenregel:

n

If 00, - Of
_. ij 9T
8u, Z 8XJ ou; .;g 0x;

0%,

mit

gl = g b= (&%) = (o))"
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Notationen.

Wir verwenden die abkiirzende Schreibweise

) .0
ou; Zgja
1 j=1 Y

Analog lassen sich die partiellen Ableitungen nach x; durch die partiellen
Ableitungen nach u; ausdriicken mit

0 4 0
ox = 2 8igy
j=1

wobei )
(g7) = (€)' =) T =)

Man erhilt diese Beziehungen durch Anwendung der Kettenregel auf &1,
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Beispiel: Polarkoordinaten.

Wir betrachten die Polarkoordinaten

x = d(u) = ( reosy )

rsin g

Dann berechnet man

Job(u) = < cosp —rsing >

sinp  rcosgp

und damit

cosp  singp G = sin

(g%) = (g5) =

—rsingp rcosy sin ¢ lcosg)
r
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Partielle Ableitungen fiir die Polarkoordinaten.

Fiir die Umrechnung der partiellen Ableitungen bekommt man nun

g = cos g — 1sin i
ox Por r (P&p
ﬁ = sin g S 1cos —
dy Por T r (p&p

Beispiel: Umrechnung des Laplace-Operator auf Polarkoordinaten

9 od? & sin(2p) 97 sin® o 9% sin(2go)i+ sin® ¢ &
ox2 Yor r  Ordp r2 9yp? r2 Op r Or
0? ., 0% sin(2p) 02 cos?p 92 sin(2p) O cos’p O
o T PRt T e, 0 A a1 o

A = i2+372_872+i872+12
0x2 0y2 0r2  r29p?  r Or
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Beispiel: Kugelkoordinaten.

Wir betrachten die Kugelkoordinaten

r cos ¢ cos 0
x=®(u)=| rsinpcosd

rsinf

Die Jacobi—Matrix ist dann gegeben durch:

cospcos —rsingpcos —rcosywsinb
J®(u)=| sinpcosf rcospcosf —rsingsinf

sin @ 0 rcos@
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Partielle Ableitungen fiir die Kugelkoordinaten.

Fiir die Umrechnung der partiellen Ableitungen bekommt man nun

9 _ cos i cosf — 0 —Sinii—lcos sinf —
ox X Or rcosf 0p r X 00
0 0 cosp O

ay sm«pcos@ar+rCOSQ%—;sm@smGag
0 o 1 0

5 = sm@a——i-fcosG%

Beispiel: Umrechnung des Laplace-Operators auf Kugelkoordinaten

H? 1 0?2 1 62 20 tanf 0

Azi —_ _—
or? * r2 cos? 0 0p? u r2 0602 * r or r?2 96
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