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Aufgabe 1) (3 Punkte )

Gegeben sei die Funktion
f:R* = R, f(x,y):=y-sin(z) + cos(x —y) + .

Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades 75 von f zum Entwicklungs-
punkt (zo,70) = (0,0).

Losung: (3 Punkte)

fla,y) = ysin(e) + cos( —y) + = £0.0) = 1
fe(x,y) = ycos(x) — sin(z —y) + 1 £:(0,0) = 1
fy(z,y) = sin(z) + sin(z —y) £,(0,0) = 0
fez(,y) = —ysin(z) — cos(x —y) £2e(0,0) = —1
fay(z,y) = cos(z) + cos(x —y) F£2,(0,0) = 2
fo(,y) = —cos(z —y) fyy(0,0) = —1
Ty(z,y) Il—i—m—% +2my—%.
Alternativ:

T, gibt polynomiale Anteile bis Grad zwei exakt wieder. Unter Verwendung der
Potenzreihen von Sinus und Cosinus erhélt man:

2
x_
T2($,y)=y-m+1—( 2y) +
z2 2y y? 22 Y2
=y- 1 2L g oy — L
y-r+ 1+ 2+ 5 5 +x 2+xy 5
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Aufgabe 2: (4 Punkte)
Gegeben ist die Funktion

f:R* = R, f(z,y) = 32°%y +ay.

a) Berechnen Sie den Gradienten und die Hessematrix von f.

b) Berechnen Sie alle stationéren Punkte von f und klassifizieren Sie diese,
stellen Sie also fest, ob es sich um Minima, Maxima oder Sattelpunkte

handelt.
Losungsskizze:

a) grad f(z,y) = (92%y +y, 323 + x), (1 Punkt)

18z 922 + 1
Hf(x,y) = (ng fl 0 ) . (1 Punkt)

b) grad f(z,y) = 0 =
(922 +1)-y=0<+<=y=0
und (322 +1) =0 <z =0.

Py = (8) ist der einzige stationdre Punkt von f. (1 Punkt)

det( H £(0,0)) = det <+01 é) _ 1.

Die Eigenwerte der Hessematrix im Punkt (0,0) haben unterschiedliche Vor-
zeichen, es liegt also ein Sattelpunkt vor! (1 Punkt)
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Aufgabe 3: (6 Punkte)

Bestimmen Sie das globale Minimum und das globale Maximum von

f:R* - R, flz,y) = 3z — 4y + 2

unter der Nebenbedingung
g(x,y) = 92° + 16y> — 50 = 0.
Verwenden Sie die Lagrangesche Multiplikatorenmethode und priifen Sie zunéchst
die Regularitatsbedingung.
Losung: Regularitdtsbedingung:
grad g(z,y) = (182,32y) = (0,0) <= (z,y) = (0,0).
Der Punkt (0,0) ist wegen ¢(0,0) = —50 # 0 nicht zuléssig.
Die Regularitdtsbedingung ist also auf der zulissigen Menge erfiillt. [1 Punkt]
Eine notwendige Bedingung fiir (lokale) Optimalitét lautet daher:

grad F(z,y) = grad (f(z,y) + Ag(z,y)) = (0,0)
g(x,y) =0.

Gleichungssystem:
NF,=0= 3+X-18c=0 = \#0,
INF,=0= —4+X-32y=0
II)g= 0= 92* + 16y* = 50 (1 Punkt)
Gleichungssystem losen: (3 Punkte)

Alternative A: Aus den ersten beiden Gleichungen folgt x # 0 und y # 0,
sowie

I: A= -2 = -1

18z 6z
. - 4 _ 1
1. =4 =21
. _1 1 - _3
Also: o = &y~ Y= it

III) 92?2 + 16% =2.922 =50 = 27 = 2.
Wir erhalten also z = :i:g und damit y = ¢§

und damit zwei Kandidaten fiir globale Extrema:

_95 5
P1:< 53)7 P2:( 35)'
1 1

Alternative B: Aus den ersten beiden Gleichungen folgt = # 0 und y # 0,
sowie

— 3 _ 1
I) =% =%
4
) y= g5 = s
IIT) 9 3 + 16550 = 52 = 50.
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Es folgt A = &5 und damit:

— 1 — _10_ _5 — 10 _ 5
)\1—+10,$1— 6 3,3/1—8—4
und

_ 1 . _ 0 _5 . _ _10_ _5
)\2— 107I2_6_37y2— ] — 1

Wir erhalten also zwei Kandidaten fiir globale Extrema:

_5 5
() 5 ()

4 1
Alternative C:

NFE,=0= 3+X-2-92=0 = \#£0,
INF,=0= —4+X-2-16y =0
IIT)g=0= 92° + 16y* = 50
[-16y —11-92 =0 = 48y + 36 =0 =y = —3z
Einsetzen in I17:92> + 922 =50 = 2 =2 — o =+ =y = T2
Und man erhalt wieder P; und P, .

Klassifikation: (1 Punkt)

Es gilt

f(P)=-5—-5+4+2=-8 und f(P)=5+5+2=12.
WEeil die stetige Funktion f auf dem Kompaktum

{(z,y)" € R* : 92° + 16y> — 50 = 0}

ihr Minimum und Maximum annimmt, liegt in P; das globale Minimum vor und
in P, das globale Maximum.
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Aufgabe 4: (7 Punkte) Gegeben seien die Vektorfelder f, g : R? — R?,

T\ 439 ) [4dx?y?
d (y) - <2x4y+4@/) wmd g (y) B (2x3y

sowie die Kurve

¢ [0, = R e(t)= (Z) .

a) Priifen Sie, welche(s) der Vektorfelder ein Potential besitzt.
b) Berechnen Sie Potentiale zu f und/oder g, falls dies moglich ist.

c) Berechnen Sie die Kurvenintegrale

/ fdax, und / gdx.
c c

Losung: (7 Punkte)

a) Da R? einfach zusammenhingend ist, gelten folgende Implikationen:

(f1)y = (d2°y?), = 82’y = (22'y + 4y). = (fo).
— f besitzt ein Potential.

(91)y = (42%y?), = 8a?y # 62’y = (22°)s = (g2)a
= g besitzt kein Potential. (2 Punkte)

b) Wir berechnen ein Potential ® zu f .
¢, = 42y’ = P(z,y) = 2y’ + K(y)
®, = 22"y + K'(y) = 2ty +dy = K'(y) = 4y
— K(y) =2/ +k, keR.

Also ist zum Beispiel ®(z,y) = z'y* + 2y* ein Potential fiir f .
(2 Punkte)

¢) Berechnung der Kurvenintegrale

/ Fdz,— o(e(1)—D(c(0) = B(1,2)-B(0,0) = 448 — 12 (1 Punkt)

/ = / < g(c é(t) > dt
0
! 2t ! 16t%\ /2t
= < g(t?,2t) > dt = < > dt.
[ <o <2) f< () (3)
1
= / 32t7 + 8t7dt = [5t°], = 5. (2 Punkte)
0

Viel Erfolg!



