TAYLOR—Formel in R” Buch Kap. 5.11

Multi-Indizes
Fir ein n-Tupel a = (ay, ..., ap) € Nj sei

Ist f eine |«|-mal stetig differenzierbare Funktion, so setzt man
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TAYLOR—Formel in R” Buch Kap. 5.11

Multi-Indizes, Beispiele
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TAYLOR—Formel in R” Buch Kap. 5.11

Satz 5.6: TAYLOR—Formel in R”
Die Funktion f: D — R mit D C R" offen sei (p + 1)—mal stetig partiell

differenzierbar, und die Strecke [Xg, X + h] von Xo und Xxp + h liege
komplett in D. Dann gilt die TAYLOR-Formel

olelf %o)
f(xo+h) = 3 P20 h® 4 Alxo,h)
le|<p
Ta T,
mit dem Restglied loylor = Folrngar 'elx)
olelf
Fay (o + 6h)
R(Xo,h)_ Z X— he
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TAYLOR—Formel in R” Buch Kap. 5.11

Definition 5.32: TAYLOR—Polynom
Die Funktion f: D — R, D Cc R" sei (p + 1)—mal stetig partiell
differenzierbar, und [Xg, Xo + h] sei eine im Inneren von D liegende
Strecke. Dann heif3t
olol f
(x o)

Xo—l—h) Z 8°‘X he

ler|<p

TAYLOR—Polynom p—ten Grades der Funktion f(x) zum
Entwicklungspunkt Xg.
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Buch Kap. 5.11

Beispiele
-r(x‘y) = Swadlx) Senly) , (. 7) o)
d - ; ) .
Tk CO¥) = cos(x) sity) SO = s casty
’_._______————-_———_—__—‘--
S z
é_ — -)—-' C.(u - = CesSlx) Casly)
iy fom) = dydn s :
t
e _ . G > ¢ = - Sta(x) Sialy)
< (e,y) = = Sialx) Sitly) = Y<:»)
és'c S 3"
¥ " Con = -5
‘;;zc{myj T - comlx) Shiy) 3E)y )= T Sk casly)
1
)—-‘ 2 gf"t‘f] = - cosix) S:Mty) ‘.S-Tg.[x,y} = < sialk) Ccodly)
AN —— 3V
]
o] = Y >

I
T T S S () sie/cosly)

=) Ry fey | £

November 13, 2018

73/115



TAYLOR—Formel in R” Buch Kap. 5.11

Beispiele = (o
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TAYLOR—Formel in R” Buch Kap. 5.11

Beispiele
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Mittelwertsatz lo- b < fet - my Buch Kap. 5.11

Satz 5.7: Mittelwertsatz

Ist f: D — R, D c R" einmal stetig partiell differenzierbar, und ist

[Xo0, X0 + h] eine im Inneren von D liegende Strecke. Dann gibt es eine
Zahl 9 mit 0 < 6 < 1, so dass

| (X0 + h) — f(xo)[=[h1fx, (X0 + 6h) + hafy, (X0 + 9h)

— > == hnfx,,(XO + Oh)
) puy \ 1-: SmJ.(x 49&,)[< f’ql ) !3 (xoron) |
Es gilt die Abschatzung

Boson [grad (xors5t)

I A1) — o] = [l [y \lzfx, (Xo + sh)fz.

€ [ufl.
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Quadratische Approximation

Vorlberlegung
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Quadratische Approximation
Vorlberlegung
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Quadratische Approximation Buch Kap. 5.11

Satz 5.8: Quadratische Approximation

Das TAYLOR-Polynom zweiten Grades einer Funktion f an der Stelle xg
kann man in der Form

Talx) = £(Xg) + grad f(xo) - (X — Xo) + 3(X ~ X0)” Hh{X0)(x — Xo)

=G
darstellen, wobei H; die HESSE—Matrix der Funktion f bezeichnet.

St Py h,
a""‘c Sradn,, )
( Lﬂ oo Lln ) : 'l ¢ = /IX/]
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Quadratische Approximation Buch Kap. 5.11

Beispiele
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Quadratische Approximation Buch Kap. 5.11

Beispiele

Analysis Il November 13, 2018 82/115



Extrema mit und ohne Nebenbedingungen
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LA Wiederholung Buch Kap. 5.13

(Semi-)definite Matrizen

@ Eine Matrix P € R"*" heiBt symmetrisch, wenn P = PT,

@ Eine symmetrische Matrix P € R"*" heif3t positiv definit, wenn
xTPx > 0 fir alle x € R™\ {0}.

@ Eine symmetrische Matrix P € R"*" heif3t positiv semidefinit,
wenn x ' Px > 0 fir alle x € R".

@ Eine symmetrische Matrix P € R"*" heif3t negativ definit, wenn
— P positiv definit ist.

@ Eine symmetrische Matrix P € R"*" heif3t negativ semidefinit,
wenn — P positiv semidefinit ist.

@ Eine symmetrische Matrix P € R"*" heif3t indefinit, wenn P weder
positiv noch negativ semidefinit ist.
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LA Wiederholung Buch Kap. 5.13

Charakterisierung positiv definiter Matrizen

Gegeben sei eine symmetrische Matrix P € R"*". Die folgenden
Aussagen sind aquivalent:

@ P st positiv definit.

@ Alle Eigenwerte von P sind positiv.

@ Alle Hauptabschnittsdeterminanten det(Py) sind positiv.
@ P ist positiv semidefinit und ker P # {0}.
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LA Wiederholung Buch Kap. 5.13

Charakterisierung positiv semidefiniter Matrizen

Gegeben sei eine symmetrische Matrix P € R"*". Die folgenden
Aussagen sind aquivalent:

@ P st positiv semidefinit.
@ Alle Eigenwerte von P sind nichtnegativ.
@ Alle Hauptabschnittsdeterminanten det(Px) sind nichtnegativ.
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LA Wiederholung Buch Kap. 5.13

Charakterisierung negativ definiter Matrizen

Gegeben sei eine symmetrische Matrix P € R"*". Die folgenden
Aussagen sind aquivalent:

@ P ist negativ definit.
@ Alle Eigenwerte von P sind negativ.

@ Die Hauptabschnittsdeterminanten det(Py) sind abwechselnd
negativ und positiv.
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LA Wiederholung Buch Kap. 5.13

Charakterisierung negativ semidefiniter Matrizen

Gegeben sei eine symmetrische Matrix P € R"*". Die folgenden
Aussagen sind aquivalent:

@ P ist negativ semidefinit.
@ Alle Eigenwerte von P sind nichtpositiv

@ Die Hauptabschnittsdeterminanten det(Px) abwechselnd
nichtpositiv und nichtnegativ.
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LA Wiederholung Buch Kap. 5.13

Charakterisierung indefiniter Matrizen

Gegeben sei eine symmetrische Matrix P € R"*". Die folgenden
Aussagen sind aquivalent:

@ P ist indefinit.

@ P hat mindestens einen positiven Eigenwert und mindestens

einen pesitiverrEigenwert. )
wau(.-l,‘,‘
fﬁzf;) ek (2T, - @) = %~
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