Differenzierbarkeit Buch Kap. 5.7

Definition 5.28: Differenzierbarkeit

Eine Abbildung f: D — R™ D c R", hei3t in einem inneren Punkt xg

von D differenzierbar, falls sie in xq partiell differenzierbar ist und in der

Form £
(%) = (Xo) + (X0) (X — Xo) + K(X) Bl

-

-]

geschrieben werden kann, wobei f'(xg) € R™*" und k : D — R eine

Abbildung ist, fir die oo &UF%‘HW

||m ‘k(X)’ :0 i—-Kc:I(kJ
X—Xo |X — Xo|

| Rest 1)

x - Xy S =,

e d

gilt.

f heiB3t differenzierbar in A C D, falls f in jedem Punkt von A
differenzierbar ist. Im Falle A = D heif3t f eine differenzierbare

Abbildung.
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Differenzierbarkeit versus partielle Differenzierbarkeit

Buch Kap. 5.7

Satz 5.4: Differenzierbarkeit versus partielle Differenzierbarkeit
Seif: D— R™ mit D C R” offen.
@ Wennf: D— R™ D c R" differenzierbar in xq ist, dann ist f auch
stetig in Xo.

@ Wennf: D— R™ D c R"differenzierbar in xq ist, dann ist f auch
partiell differenzierbar. In dem Fall ist die Ableitung gleich der
JAcoOBI-Matrix, also

J(%o) = f'(Xo).

@ |Ist f stetig partiell differenzierbar in einer Umgebung von in Xg, SO
ist f differenzierbar in xg.
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Differentiationsregeln Buch Kap. 5.8

Differentiationsregeln
(i) Linearitat
Sindf: D —+R™undg: D — R™ D c R" differenzierbar in xo,
so ist auch Mf + pg (A und p reell) in xq differenzierbar und es gilt

(M + 119) (X0) = M (Xo0) + 1@’ (Xo) -

(i) Kettenregel
Esseih: C — D, (mit C c R", D C RP) differenzierbar in xq € C
und f: D — R™ differenzierbar im Punkt zg = h(Xp).
Dannist auch foh : C — R™ in xq differenzierbar und es gilt

(Foh) (xo) = f(Zo)h'(X0) = §$'(hte)) - L'ix) K[

< ]ﬂ'ﬂwr’ e I,;-'(FF\-.

(1) Pramicheegl  £,5 :O>R | Oc 2"

((“_ )‘ ) § ey v (i g €
' (xg) = 3113 1Rl * 3 (%) S "%
b el gyt i e I.@"“

Analysis Il October 30, 2018 61/94



Kettenregel

Buch Kap. 5.8
n th m
R R
X"\ , /f(zo ) = f(h(x,)
R =foh(x,)
z,=h(x,)

Abbildung 5.18: Verkettete Abbildungen (Kettenregel)
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Differentiationsregeln Buch Kap. 5.7
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by = § (x §5tm)
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Richtungsableitung

Buch Kap. 5.8

Definition 5.29: Richtungsableitung

Seien f: D — R, D c R" und ein Vektor a € R" mit |a| = 1 gegeben.
Existiert der Grenzwert

1
lim ~[f(Xo + ta) — f(xo)] ,
dann nennt man
1
—(Xo) := lim —[f(Xo + ta) — f(Xp)]
~oa’ " t—0 t

die Richtungsableitung der Funktion f an der Stelle xq in Richtung a.

v
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Richtungsableitung

Buch Kap. 5.8

Satz 5.5: Richtungsbleitung und Gradient

Sind die partiellen Ableitungen von f in Xg stetig (woraus die
Differenzierbarkeit von f in xq folgt), dann gilt fir die
Richtungsableitung von f in Richtung a

of
%(Xo) = grad f(Xo) -a.
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TAYLOR—Formel in R” Buch Kap. 5.11

Multi-Indizes
Far ein n-Tupel a = (ay, ..., ap) € Nj sei

Ist f eine |«|-mal stetig differenzierbare Funktion, so setzt man

Hlel . Hlel
02X 01 Xq - 0% Xy
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TAYLOR—Formel in R”

Multi-Indizes, Beispiele
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TAYLOR—Formel in R” Buch Kap. 5.11

Satz 5.6: TAYLOR—Formel in R”
Die Funktion f: D — R mit D C R" offen sei (p + 1)—mal stetig partiell

differenzierbar, und die Strecke [Xg, X + h] von Xo und Xxp + h liege
komplett in D. Dann gilt die TAYLOR-Formel

dlolf Xe
kC’
f(xo+h)= > 6’#-hun(a,h)
la|<p '
c . oL =<, oLy o O
mit dem Restglied N /
laf f
8a (.§’+ 6h)
A = 32 PECT ke b Gelo)
|of=p+1 '
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