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Partielle Ableitungen Buch Kap. 5.5

Definition 5.23: (partielle Differenzierbarkeit)
Sei die Funktion f : D —+ R, D c R" wobei D eine offene Menge ist,
gegeben. Existiert der Grenzwert
. f(x+ he;) — f(x)
lim ,
h—0 h

dann ist die Funktion f an der Stelle x partiell differenzierbar nach x;
und durch den Grenzwert

2L
0rx) _ o fx+he) — 1) 5 e
ox; h—0 h

= /e .‘?‘._‘ (ﬂ(x,i-h .yh__,”)
ist die partielle Ableitung nach x; von f an der Stelle’X 8efiniert. ~¢i, .

v

Analysis Il October 30, 2018 37/94



Partielle Ableitungen Buch Kap. 5.5
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Abbildung 5.16: Graph von f(x1, x2) = X% X , Abbildung 5.17: Graph von
f*(x1) := f(x1,3) = 55 einschlieBlich Tangente an f*.

Analysis Il October 30, 2018 38/94



Partielle Ableitungen Buch Kap. 5.5

Beispiele
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Partielle Ableitungen

Beispiele
c) {ey) = {?‘:4-\‘;‘- ¢ (. v) #(o,0) [As
=] : ("".‘6’:(@.0)
z LS
(%y) 40 .2 'a"Cr«,) _ \,(Ktp,,)_tz.xz
' (x*+y%)
=€) = f_‘ﬁf.’_f—?"—"'—*—
(= *‘r)
Z2
(00)= (xv) 3 € too) = it
¥ k2o
= (e
1
'a‘ C lewo) = I\'h.-.. :
h-» o

D.L.

Buch Kap. 5.5

resSon | f

~ (e20)

=0

1 (f-(‘u"? = ffa.o)) =
b

= &

[Crem) -Cam)=o
C o gact Al bar  iw (0,0 jedech wibt Ay in (02)

"w {.nr.._g/g.c;r

v

Analysis Il

October 30, 2018

40/94



Partielle Ableitungen Buch Kap. 5.5

Definition 5.24: (partielle Differenzierbarkeit)

f:D— Ristauf AcC D, Aoffen, partiell differenzierbar nach x;, falls f
in allen Punkten x € A partiell nach x; differenzierbar ist.

f ist partiell nach x; differenzierbar, falls f auf D partiell nach x;
differenzierbar ist.

FUr die partielle Ableitung nach x; wird auch die Bezeichnung f,
verwendet.

f hei3t partiell differenzierbar, falls alle partiellen Ableitungen
existieren.
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Partielle Ableitungen Buch Kap. 5.5

Definition 5.25: (partielle Differenzierbarkeit)

f: D— R, Dc R" offen, hei3t in D stetig partiell differenzierbar, falls
in D alle partiellen Ableitungen existieren und zugleich stetig sind.
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Gradient

Buch Kap. 5.5

Gradient
Sei f: D — R, D c R" offen, f partiell differenzierbar.
Der Vektor o

o (X)

2 ()

grad f(x) := 2 eR”
5 (%)

heit Gradient der Funktion f bei x.

Die Abbildung grad f : D — R" ist eine vektorwertige Abbildung, d.h.
jedem x € D wird mit grad f(x) ein Vektor aus dem R" zugeordnet.
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Hohere partielle Ableitungen Buch Kap. 5.5

Definition 5.26: (hGhere partielle Ableitungen)
Sei f: D — R, D c R" offen, f partiell differenzierbar. Falls die

partielle Ableitung
o (or
ox; \ 0X;

fonl0 = 5 (5 ) 00

zweite partielle Ableitung von f nach x; und x;.

Existieren alle zweiten partiellen Ableitungen f, far i,j =1,2,...,n,
heit f zweimal partiell differenzierbar.

Hohere partielle Ableitungen (k—te partielle Ableitungen oder auch
partielle Ableitungen k-ter Ordnung) werden entsprechend rekursiv
definiert;

existiert, heif3t

ok |
9T e _
OXj, OXj, -.-OX;, (%) =t g x, ., (X), - mit 1< kg
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HoOhere partielle Ableitungen

Buch Kap. 5.5
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Hohere partielle Ableitungen Buch Kap. 5.5

Satz 5.3: (h6here partielle Ableitungen)
Ist eine Funktion f: D — R, D C R", p— mal stetig partiell
differenzierbar, so ist
okf ,
— —  —fo . .x <
0Xi, 0Xj,...0X;, f"'1"'z~~x/k’ mit 1 <k<p,

unabhangig von der Reihenfolge der Xx; , x;,, ..., X . Die Indizes
i1, o, ..., ix Sind dabei beliebige Elemente der Menge {1,2, ..., n}.
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Hohere partielle Ableitungen Buch Kap. 5.5

Beispiele
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HoOhere partielle Ableitungen

Buch Kap. 5.5
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Partielle Ableitungen Buch Kap. 5.5

Definition 5.27: partielle Differenzierbarkeit fir vektorwertige
Funktionen

Seif: D— R™ D c R" offenen, f(x) =

fm(X)
f ist partiell differenzierbar in xo € D, partiell differenzierbar auf A ¢ D
bzw. partiell differenzierbar, falls alle f; (j = 1,2, ..., n) partiell
differenzierbar in xg € D, partiell differenzierbar auf A C D bzw. partiell
differenzierbar sind.

v
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Hohere partielle Ableitungen Buch Kap. 5.5

Beispiele
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Partielle Ableitungen Buch Kap. 5.6

JACOBI-Matrix

Seif: D— R™ D cC R", in Xq partiell differenzierbar, dann heif3t die
Matrix

o o o

@(Xo) %ng(xo) %—f‘,,(xo)

=2 (Xg =2(Xxg) ... 52(Xp

Jf(Xo) — 0X4 ( ) 8X2( ) 8Xn( )
¢ f of

Tm(x0) G2(X0) - G2(xo)

JACOBI-Matrix bzw. Ableitungsmatrix oder einfach Ableitung von f in
Xo-
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JACOBI-Matrix Buch Kap. 5.6

Beispiele

3xvy (—Y"
CCJNY)‘_‘ &Q

Cos (™ ¥Y)

X & y
Inyby s
3xy byt Icrly) &
i ( 2x
\ , (ke = € ?
-1 x sty ~Ty sulktey)

A /1

Analysis lI October 30, 2018 53/94



Partielle Ableitungen

HESSE-Matrix

Buch Kap. 5.6

Die HESSE-Matrix einer Funktion f : D ¢ R" — R ist gegeben durch

o2 f

o2f

0X10Xq (X)

o2 f

8X1 0X2

(%)

OXo0Xq (x) 8X28X2 (x)

B2f f
8xn6x1( ) O0XnOXo (X)

OPf (
6X1 aXn

)
6x2 6xn ( )

2f
8XnaXn (x)
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HESSE-Matrix Buch Kap. 5.6

Beispiele
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Differenzierbarkeit Buch Kap. 5.7

Definition 5.28: Differenzierbarkeit 65

Eine Abbildung f: D — R™, D C R", he|Bt in elnem mneren Punkt xg
von D differenzierbar, falls sie i asrtis s~ der
Form

f(x) = (xo) + f'(X0)(X — Xo) + k(x)

geschrieben werden kann, wobei f'(xg) € R™*"und k : D — R eine
Abbildung ist, fir die

k(x
I
X—Xo |X — Xo|

gilt.

f heiB3t differenzierbar in A C D, falls f in jedem Punkt von A
differenzierbar ist. Im Falle A = D heif3t f eine differenzierbare

Abbildung.
October 30, 2018 57 /94
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Differenzierbarkeit versus partielle Differenzierbarkeit

Buch Kap. 5.7

Satz 5.4: Differenzierbarkeit versus partielle Differenzierbarkeit
Seif: D — R™mit D c R" offen.
@ Wennf: D— R™ D c R" differenzierbar in xq ist, dann ist f auch
stetig in Xg.
@ Wennf: D— R™ D c R"differenzierbar in xq ist, dann ist f auch

partiell differenzierbar. In dem Fall ist die Ableitung gleich der
JACOBI-Matrix, also

Ji(xo) = f'(Xo).

@ |Ist f stetig partiell differenzierbar in einer Umgebung von in Xg, SO
ist f differenzierbar in xg.
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