stlickweise regulare Flache

Buch Kap. 8.6
Flacheninhalt (Beispiel)
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stlickweise regulare Flache

Buch Kap. 8.6
Flacheninhalt (Beispiel)
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Integration Uber Oberflachen
9 Buch Kap. 8.6
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Abbildung 8.23:Ubergang von B; mittels x zu S;
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Integration tber Oberflachen
Buch Kap. 8.6

Definition: Oberflachenintegral

Seien D c R? ein Gebiet, B ¢ D ein regulérer Bereich und S c R3 ein
regulé@res Flachenstick mit der Parameterdarstellung

X:B— S, x(B)=S. Wenn f: S — R eine bschrankte Funktion ist
und das Riemann Integral

/ F(x(u, V) |Xu(U, V) x Xo (U, V)| OF
B

existiert, so heif3t

/de::/f(x(u, V) |xu(u, v) x xy(u, v)| dF
S B

Oberflachenintegral der Funktion f Gber das regulare Flachenstlck S.

v
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Integration Gber Oberflachen Buch Kap. 8.6

Oberflachenintegral (Beispiel)
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Integration Gber Oberflachen Buch Kap. 8.6

Oberflachenintegral (Beispiel)

Analysis Il January 15, 2019 200/ 226



Stlckweise Integration tber Oberflachen
Buch Kap. 8.6

Stlckweise Integration tGber Oberflachen

Ist S = U//-‘:1 S; eine stlickweise regulare Flache im R3, wobei die
Schnittmengen S; N S; fir i # j aus hochstens endlich vielen regularen
Kurvenstiicken bestehen, so definiert man flr eine stetige Funktion

f: S — R das Oberflachenintegral [ f dO durch

k
fdO = fdO.

Ist f: S — R stetig (bis auf eine Nullmenge), so existiert

/ £ dO.
S
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Berechnung des Oberflachenintegrals
Buch Kap. 8.6

Berechnung des Oberflachenintegrals

1) Falls nicht gegeben, Parametrisierung der Flache S durch

X : B — R3, BBereich aus R> mitx(B) = S
2) Berechnung der Funktionswerte der Belegungsfunktion f(x(u, v))
3) Berechnung des Oberflachenelements

dO = |xy(u, v) x xy(u, v)|dudv

auf der Basis der Tangentenvektoren x,(u, v) und x,(u, v)
4) Berechnung des Oberflachenintegrals

/de:/f((x(u, v))|xu(u, v) x Xy (u, v)|dudv
s B
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Eigenschaften des Oberflachenintegrals 5 Kap. 8.6

Eigenschaften des Oberflachenintegrals

Seien f und g stetige Funktionen auf der regularen Flache S und
a € R. Dann gilt

(i) [s(f+9)dO= [(fdO+ [3gdO (Additivitat),

(i) [gafdO=a [¢fdO (Homogenitét),

(iii) aus f < gfolgt [¢fdO < [¢gdO (Monotonie),
)

(iv) (Bereichsadditivitat) S; und S, Flachen mit Sy N S, = endlich
viele regulare Kurvenstiicke. Dann

de+/ fdO = £dO |
Sy S, S1US;

(v) (Mittelwertsatz) S stickweise regulare Flache, f: S — R stetig.
Dann gibt es xg € S mit [ fdO = f(xg) O(S).
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Flisse Buch Kap. 8.6

Abbildung 8.25: Normalenvektor und Normalkomponente eines
Vektorfeldes auf einem Flachenelement
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Fluss eines Vektorfelds durch Flachen
Buch Kap. 8.6

Definition 8.14: Oberflachenintegral von Vektorfeldern

Seien S ¢ R3 ein regulares Flachenstiick mit der Parameterdarstellung
xund v : S — R3 ein stetiges Vektorfeld, dann wird durch

/v do — / n(x) dO

das Oberflachenintegral des Vektorfeldes v durch S bzw. der Fluss
von v durch S definiert.
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Fluss eines Vektorfelds durch Flachen Buch Kap. 8.6

Oberflachenintegral von Vektorfeldern (Beispiel)
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Fluss eines Vektorfelds durch Flachen Buch Kap. 8.6

Oberflachenintegral von Vektorfeldern (Beispiel)
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Berechnung des Flusses
Buch Kap. 8.6

Berechnung des Flusses

1) Parametrisierung der Flache S durch x : B — R3, B Bereich aus
R? mit x(B) = S

2) Berechnung der Werte des VF v(x(u, v)) auf S

3) Berechne vektorielles Oberflachenelement

dO = (x,(u, v) x xy(u, v))dudv

4) Berechnung des Flussintegrals _ ok [\/(x(ur")}‘&(“-“)mw}

— — e
/ v.do = / VX(U, V) - (XU, ¥) X XU, v))dudy
S B
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Zirkulation
Buch Kap. 8.6

Definition 8.15: Zirkulation
Es sei v : M — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld, M ¢ R3,
offen, und k eine geschlossene, regulare, orientierte Kurve in M.
Das Kurvenintegral
Z = j{v -dx
k

nennt man die Zirkulation von v 1angs der Kurve k.
Zirkulation ist also das Arbeitsintegral Uber v entlang geschlossener
Kurven.
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Zirkulation
Buch Kap. 8.4

Satz 8.7: (Satz von GREEN)

Sei D c R? ein Gebiet und B c D ein Bereich, dessen Rand aus
endlich vielen positiv orientierten Kurven besteht (d.h. Bereich liegt
beim Durchlauf der Kurve auf der linken Seite), und v : D — R? ein
stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/ v. dx_/[8v2xy) 8v1(x,y)] oF
B

(>

—FO'[ v
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Zirkulation
Beispiel (Satz von GREEN)

B

—_—
=

f (xevy) : &
AR = f(k.w'}:x,y

V¥ vy) =~ (;)

3 v

At y) =0

P
vv
'

Buch Kap. 8.4
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Zirkulation

Beispiel (Satz von GREEN)

Buch Kap. 8.4
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Zirkulation Buch Kap. 8.6

Definition 8.16: (Wirbelstarke)

Es sei v : M — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld, M c R3,
offen, und xo € M. Der Grenzwert

. 1
Wn(Xo) = ‘A‘_!I()r’?(oeAm \%BAV -dx

hei3t die Wirbelstarke von v bezlglich der Einheitsrichtung n in x,.
Dabei werden mit A ¢ M ebene, einfach zusammenhangende und
stlickweise glatt berandete Flachenstiicke bezeichnet, die die gleiche
Einheitsnormale n haben. |A| = supy yea{|X — Y|}

Es gilt Satz 8.12 (Beweis mit Satz 8.7 von Green :

Wh(Xo) = n - rotv(Xp).

Man nennt rot v das zu v gehérende Wirbelfeld.
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Wirbelstarke und Zirkulation Buch Kap. 8.6

Abbildung 8.29: Von der Zirkulation zur Wirbelstarke
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Zirkulation auf Flachen Buch Kap. 8

Abbildung 8.31: Zirkulation um S und Wirbelstarke auf S

Es gilt
p
v.dx = % v-adx
?gs ; a5
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Satz von STOKES in R3

Buch Kap. 8.7

Satz 8.13: (Satz von STOKES in R3)

Es sei v : M — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld, M ¢ R3,
offen, und S ein regulares Flachenstiick in M, welches von einer
regularen, orientierten Kurve 0S berandet sei. Dann gilt

j{ V-dX:/rotv-dOE/rotV-ndO.
oS S S

Dabei bildet n zusammen mit der Tangente und der Normalen an 9S
ein Rechtssystem (positiv orientiertes Dreibein).
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Satz von STOKES in R3

Beispiel (Satz von STOKES in R?)
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Satz von STOKES in R3 Buch Kap. 8.7

Beispiel (Satz von STOKES in R3)
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Satz von STOKES in R3 Buch Kap. 8.7

Beispiel (Satz von STOKES in R3)

v
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[llustration zum Satz von GAUSS
Buch Kap. 8.11

—_

(/. /d? c&-n(f,{ 3 ‘/,?‘%\-C'/' S-.Cc..
VY Ao <1 /T\e ! AL ¢
a3 v/I%
z <1=- - 4_27
y me Vl /,/ ____________ -
X . |
al me‘g a2

Abbildung 8.31: Fluss des Vektors v durch die Begrenzungsflachen
S1, S, des Quaders Q
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[llustration zum Satz von GAUSS Buch Kap. 8.11

Q, Q
—[{si=s
Q, Q,
n n Sr
_________________ S

Abbildung 8.32: Q = Q; U Q», Flisse Uber S, und S, heben sich auf.

Analysis Il January 15, 2019 221/226



Satz von GAUSS

Buch Kap. 8.11
Satz 8.20: (Satz von GAUSS)

Sei B ein regularer Bereich, die Normale n weise in den Randpunkten

von B aus B heraus (man spricht hier auch von der auBBeren
Normalen). Dann gilt

/divvdV:/ v-dO:/ (v-n)do.
B oB B
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Satz von GAUSS

Beispiel (Satz von GAUSS)
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Buch Kap. 8.11
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Satz von GAUSS Buch Kap. 8.11

Beispiel (Satz von GAUSS)
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Satz von GAUSS Buch Kap. 8.11

Beispiel (Satz von GAUSS)

Analysis Il January 15, 2019 225/ 226



Satz von GAUSS
Buch Kap. 8.11

Erste Greensche Formel

/ 908—de=/[cpAf—i—gradgo-gradf]dV.
o ON B

Zweite Greensche Formel

of (0% _
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