RIEMANN’sche Zwischensummen

Buch Kap. 8.2

Definition 8.5: RIEMANN’sche Zwischensumme

Sei f : B — R eine beschrénkte Funktion. Ist Z = {Bj|j = 1, ..., n} eine
Zerlegung von B und sind Xx; € B; beliebige Punkte (sogenannte
Zwischenpunkte), so heif3t der Ausdruck

S(f,2) =) _f(x))F(B))
j=1

RIEMANNsche Zwischensumme der Funktion f beziglich der
Zerlegung Z und der Zwischenpunkte X;.
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RIEMANNsches Flachenintegral

Buch Kap. 8.2
Satz 8.2

Ist f beschrankt und in B (méglicherweise mit Ausnahme einer
Nullmenge) stetig, so

@ konvergiert die Folge der RIEMANNschen Zwischensummen
(S(f, Zx)) fur jede Folge zulassiger Zerlegungen (Zx), und
@ der Grenzwert

I:= lim S(f, Z)
k—o0

ist unabhangig von der speziellen Wahl der zulassigen Folge von
Zerlegungen (Zx) und von der Wahl der Zwischenpunkte.
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RIEMANNsches Flachenintegral

Buch Kap. 8.2

Definition 8.6: RIEMANNsches Flachenintegral

Unter den Voraussetzungen an f aus Satz 8.2 nennt man / das
RIEMANNsche Flachenintegral der Funktion f Gber den Bereich B, und
man verwendet die Schreibweisen

/deF:/Bf(x)dF:/Bf(x)dx:/Bf(x)dx1...dxn::I,

wobei x = (X1, ..., Xn).
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Volumen

Buch Kap. 8.2
Satz 8.3
a) Fir jeden Bereich B C R”" gilt offensichtlich
/ 1 dF = F(B) (Volumen von B).
B
b) Ist f > 0 und stetig, so beschreibt
K={(X1,...,.Xn—1, %) € B; 0 < xp < (X4, ..., Xn_1)}

eine Teilmenge des R". Das Integral [ f dF definiert dann das
Volumen V(K) dieser Teilmenge.
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Eigenschaften des RIEMANN-Integrals Buch Kap. 8.2

Eigenschaften des RIEMANN-Integrals

) Jg(f+9)dF = [gfdF + [z gdF (Additivitét des Integrals),
[gafdF =« [5f dF (Homogenitét des Integrals),

(i) Aus f < g folgt [5fdF < [zgdF (Monotonie des Integrals)
(iv) Wenn B; und B, zwei Bereiche mlt BiuB,=Bund
F(B1 N Bz) = 0 sind, so gilt g-ffkaafr - §Cm-6rr-§f<w"r

foF + / fdF — / f dF (Bereichsadditivitat
B, B, B

(v) Wenn B ein regularer Bereich ist und f : B — R stetig ist, so gibt
es einen Punkt x* € B mit

/ f dF = f(x*)F(B) (Mittelwertsatz der Integralrechnung).
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Integration Gber Produktintervalle Buch Kap. 8.3
Satz (vergl. Satz 8.4, 8.16)

Seien a; < b; (i=1,...,n) Zahlen. Dann heif3t

n
I:= []la:, bi] Produktintervall.

i=1

Seien Iy € RP und /, C R9 Produktintervalle und / := Iy x /. Ist f auf /
R-integrierbar und existiert

a(y) ::/ f(x, y)dx fur jedes y € I,
Ix

so ist g auf /, R-integrierbar und es gilt

/f(x,y)d(x,y) :/ f(x,y)dx | dy.
I ly Ix
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Integration Gber Produktintervalle Buch Kap. 8.3
Beispiel
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Integration Uber Produktintervalle
Beispiel
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Integration Gber Produktintervalle Buch Kap. 8.3

Beispiel
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Integration Gber Produktintervalle Buch Kap. 8.3

Beispiel
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Transformationsformel

Buch Kap. 8.5
vergl. Satz 8.9: Transformationsformel

Sei g: G ¢ R"” — R" stetig diffbar, injektiv und es gelte detDg(x) > 0

oder detDg(x) < O fUr alle x € G. T C G sei kompakt, Jordan-meBbar
und f: g(T) — R sei stetig.

Dann ist g(T) Jordan-mefbar, f auf g(T) R-integrierbar und es gilt

/ F(x)dx = / f(g(t))|detDg (1) at.
o(T) T I es

Qtv) em™™
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Transformationsformel fir Volumenintegrale
Buch Kap. 8.5

X:B——=B'

Abbildung 8.35: Koordinatentransformation in 3d
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Polarkoordinaten Buch Kap. 8.5

B;
.

Abbildung 8.18: Polarkoordinaten
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Polarkoordinaten
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Polarkoordinaten Buch Kap. 8.5

oo N o
-xT _x* vt
S e AX - € Ax g' e Ly
- o= = o - po
o Co b oo z
2 NS -(ﬂt'r)
— Sjc;x e Ax Ay = Axly
——— — o 0
~po
S [om -
-r"
o
(] [s] -
_A - —_ T
9"“70 o T = ¢ }c: -
=) S e Ax = U

-~

Analysis Il January 15, 2019 182/226



Polarkoordinaten Buch Kap. 8.5

Ko gl A
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