Fachbereich Mathematik SoSe 2019
Prof. Dr. T. Reis

Klausur zur Mathematik III
(Modul: Analysis III)
30. August 2019
Sie haben 60 Minuten Zeit zum Bearbeiten der Klausur. Es gehen maximal 20

Punkte in die Wertung ein.Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit [hrem Namen
und Threr Matrikelnummer.

Tragen Sie bitte zunéchst Thren Namen, Thren Vornamen und Thre Matrikelnum-
mer in DRUCKSCHRIFT in die folgenden jeweils dafiir vorgesehenen Felder
ein. Diese Eintragungen werden auf Datentriager gespeichert.

Name:

Vorname:

Matr.-Nr.:

Stg: | AIW | BU | CI|ET [ GES | IN | LUM | MB | MTB | SB | BV | EUT | VT |

Wertung nach DPO : | zus. mit Differentialgleichungen I | | | Einzelwertung | |

Ich bin dariiber belehrt worden, dass die von mir zu erbringende Priifungsleistung
nur dann bewertet wird, wenn die Nachpriifung durch das Zentrale Priifungsamt
der TUHH meine offizielle Zulassung vor Beginn der Priifung ergibt.

(Unterschrift)

Aufg. Punkte Korrekteur
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Aufgabe 1: ( 2 + 4 + 4 Punkte)
Gegeben ist die Funktion

x
f:R* = R, f(z,y) = x2+y2+7y—2x.

a) Berechnen Sie den Gradienten und die Hessematrix von f.

b) Berechnen und klassifizieren Sie alle stationdren Punkte von f, also alle
Punkte mit grad f(z,y) =0.

c) Zeigen Sie, dass in Py := (£,0)7 ein lokales Minimum der Funktion f
unter der Nebenbedingung

1
hz,y) =2 —e 4+ - =0

5
vorliegt.
Losungsskizze:
y . 2 3
a) grad f(z,y) = (20+%-2,2y+3), Hf(z,y)= (1 3| (2Punkte)
2

b) grad f(z,y) = 0=
2y+35=0 <= x=—4y.
Und 2044 —-2= 8y+4-2=0<=y=73.

16
P = ( 15, > ist der einzige stationdre Punkt von f. ( 2 Punkte)

:

—1=0= Xp=2+3.

[NORNIE

Hesse Matrix von f: Hf= (

NI= DN

[\

Eigenwerte der Hessematrix: (A — 2)

Es liegt also das Minimum von f vor! (2 Punkte)

c) Mit L = f — ph muss fir einen zuldssigen, stationdren Punkt gelten:

Ly(v,y; 1) = 2$+%—2 —pn =0,

e
Ly(z,y; 1) = 2y+5 — pu(—e’) =0,

1
h(z,y) :x—ey—I—g =0.

Im gegebenen Punkt also

4 8 2
L (=,00p) =-—-—2—-—p=0= p=—-,
(5:0:1) = ¢ p p=—c
mit diesem p gilt
4 2

2 2
L,(=,0,—2) =2 - Z =0,
y(577 5) 5 5
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Beide Bedingungen werden also mit p = —% erfiillt.

AuBlerdem gilt: h(3,0) = 2 — ¢” + + =0. (3 Punkte)

1
. o L2y 2 2 _ 2 %
Die Hessematrix ist: H L(x,y;—%) = (, s ol =11 s
2 2 3¢ 3 5

Die Determinante dieser Matrix ist ebenso positiv wie das Element H Ly .
Die Matrix ist positiv definit. Es liegt ein Minimum vor.

Alternativ: Nach Gerschgorin liegen die Eigenwerte von H L in Kreisen

mit Radius % um 2 bzw. %.

Alternativ: Als charakteristisches Polynom erhélt man:

p) =Q2-pE-—m—F=p—Fp+5-3=0

mit den Eigenwerten ;9 = % + % > 0.

Beide Eigenwerte sind positiv, denn /21 < 18. Es liegt also ein Minimum
von f unter der Nebenbedingung h =0 vor. (1 Punkt)
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Aufgabe 2) (5 4+ 1 + 3 4+ 1 Punkte)

Gegeben sei

x
K = Y €R3:O§x2+y2+22§16,y20 ,
z
und das Vektorfeld
x+y2
f iR = R f(r,y,2) = 2y
3z + 22

a) Berechnen Sie / div f(z,y,2)d(z,y,2).
K

b) K ist berandet durch ein ebenes Fliachenstiick W und ein gewolbtes Flachenstiick
M . Geben Sie eine Parametrisierung von W an.

c) Berechnen Sie den Fluss von f durch W, also

/Wf-dO.

d) Wie grof ist nach a) und ¢) der Fluss durch den gew6lbten Teil des Randes

von K , also
/ f-dO?
M

Loésung:
a) div f(x,y,2)d(z,y,2) = 14+2+3 =6. [1 Punkt]
Parametrisierung von K :
x r cos() cos()
Kugelkoordinaten: [y | = | rsin(p) cos(6)
z rsin(6)
0<r?=a?+y*+22<16 = r €[0,4], 0el[-5,5]
y =rsin(p)cos(f) >0 = ¢ € [0,7] [2 Punkte]

/divf(x y,z)d(z,y, z /// 6 - r* cos(6) df de dr [1 Punkt]
//6r sin(0)]? . d ¢r—//12rdgbdr

= / 127 / 3r?dr = 47(4® — 0°). [1 Punkt]
0

w\:!
IS to\=|
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b) Parametrisierung von W : Kreisscheibe mit Radius 4 um Null und y =0.

p(r,0) = (rcos(), 0, rsin(9))”, 6 € [0,27], 0 <r < 4. [1 Punkt]

c¢) [3 Punkte]

0 0
< (r) , f(p(r,0)) >=< (r) ) (O) >=0.
0 0

Also/ f-dO =0.
w

d) Mit dem Satz von Gauf} ergibt sich aus a) und b) [1 Punkt]

Sdo = [ di d(z,y,2) — . dO = 47,
[ 0= [ s smiann - [ 1001
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Aufgabe 3: (4 (Zusatz)Punkte)

a) Fiir eine Funktion f : D — R?® D C R? gelte
I'Otf (l’7y, Z) =0

und
cos(t)
mit c¢: [0,27] — D, c(t) = | sin(?)
1

gelte : / f(r,y,2)=1
c
Besitzt f ein Potential? Begriinden Sie Thre Antwort.

b) Durch flz,y) = 23 =22 +y+2 =0 ist in der Umgebung von
Py = (1,—1) implizit eine Funktion y = g(x) definiert. Es gilt also lokal

flz,y) =0 = y=g(x), g(1)=-1.

Berechnen Sie ¢g'(1).
Loésung:

a) Nein. Es kann nur ein Potential geben, wenn das Integral von f iiber jede
geschlossene Kurve verschwindet.

fa(1,—1) 3z?

b) ¢'(1) = RS Say e+l R T

[S{[9)



