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Sie haben 60 Minuten Zeit zum Bearbeiten der Klausur. Es gehen maximal 20
Punkte in die Wertung ein.Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen

und Ihrer Matrikelnummer.
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Matr.-Nr.:
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Wertung nach DPO : zus. mit Differentialgleichungen I Einzelwertung

Ich bin darüber belehrt worden, dass die von mir zu erbringende Prüfungsleistung
nur dann bewertet wird, wenn die Nachprüfung durch das Zentrale Prüfungsamt
der TUHH meine offizielle Zulassung vor Beginn der Prüfung ergibt.
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Aufgabe 1: ( 2 + 4 + 4 Punkte)

Gegeben ist die Funktion

f : R2 → R , f(x, y) = x2 + y2 +
xy

2
− 2x .

a) Berechnen Sie den Gradienten und die Hessematrix von f .

b) Berechnen und klassifizieren Sie alle stationären Punkte von f , also alle
Punkte mit grad f(x, y) = 0 .

c) Zeigen Sie, dass in P0 := (4
5
, 0)T ein lokales Minimum der Funktion f

unter der Nebenbedingung

h(x, y) = x − ey +
1

5
= 0

vorliegt.

Lösungsskizze:

a) grad f(x, y) = (2x+ y
2
−2, 2y+ x

2
) , H f(x, y) =

(
2 1

2
1
2

2

)
. (2 Punkte)

b) grad f(x, y) = 0 =⇒
2y + x

2
= 0 ⇐⇒ x = −4y .

Und 2x+ y
2
− 2 = −8y + y

2
− 2 = 0 ⇐⇒ y = −4

15
.

P1 =

(
16
15

− 4
15

)
ist der einzige stationäre Punkt von f . ( 2 Punkte)

Hesse Matrix von f : H f =

(
2 1

2
1
2

2

)
.

Eigenwerte der Hessematrix: (λ− 2)2 − 1
4

= 0 =⇒ λ1,2 = 2± 1
2

.

Es liegt also das Minimum von f vor! (2 Punkte)

c) Mit L = f − µh muss für einen zulässigen, stationären Punkt gelten:

Lx(x, y;µ) = 2x+
y

2
− 2 − µ = 0 ,

Ly(x, y;µ) = 2y +
x

2
− µ(−ey) = 0 ,

h(x, y) = x − ey +
1

5
= 0 .

Im gegebenen Punkt also

Lx(
4

5
, 0;µ) =

8

5
− 2 − µ = 0 =⇒ µ = −2

5
,

mit diesem µ gilt

Ly(
4

5
, 0;−2

5
) =

2

5
− 2

5
= 0.
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Beide Bedingungen werden also mit µ = −2
5

erfüllt.

Außerdem gilt: h(4
5
, 0) = 4

5
− e0 + 1

5
= 0. (3 Punkte)

Die Hessematrix ist: H L(x, y;−2
5
) =

(
2 1

2
1
2

2− 2
5
e0

)
=

(
2 1

2
1
2

8
5
e0

)
Die Determinante dieser Matrix ist ebenso positiv wie das Element H L11 .
Die Matrix ist positiv definit. Es liegt ein Minimum vor.

Alternativ: Nach Gerschgorin liegen die Eigenwerte von H L in Kreisen
mit Radius 1

2
um 2 bzw. 8

5
.

Alternativ: Als charakteristisches Polynom erhält man:

p(µ) = (2− µ)(8
5
− µ)− 1

4
= µ2 − 18

5
µ+ 16

5
− 1

4
= 0

mit den Eigenwerten µ1,2 = 18
10
±
√
21
10

> 0 .

Beide Eigenwerte sind positiv, denn
√

21 < 18 . Es liegt also ein Minimum
von f unter der Nebenbedingung h = 0 vor. (1 Punkt)
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Aufgabe 2) ( 5 + 1 + 3 + 1 Punkte)

Gegeben sei

K :=


xy
z

 ∈ R3 : 0 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 16, y ≥ 0

 ,

und das Vektorfeld

f : R3 → R3, f (x, y, z) =

 x+ y2

2y
3z + x2

 .

a) Berechnen Sie

∫
K

div f (x, y, z) d(x, y, z) .

b) K ist berandet durch ein ebenes Flächenstück W und ein gewölbtes Flächenstück
M . Geben Sie eine Parametrisierung von W an.

c) Berechnen Sie den Fluss von f durch W , also∫
W

f · dO .

d) Wie groß ist nach a) und c) der Fluss durch den gewölbten Teil des Randes
von K , also ∫

M

f · dO ?

Lösung:

a) div f (x, y, z) d(x, y, z) = 1 + 2 + 3 = 6 . [1 Punkt]

Parametrisierung von K :

Kugelkoordinaten:

xy
z

 =

r cos(ϕ) cos(θ)
r sin(ϕ) cos(θ)

r sin(θ)


0 ≤ r2 = x2 + y2 + z2 ≤ 16 =⇒ r ∈ [0, 4], θ ∈ [−π

2
, π
2
]

y = r sin(ϕ) cos(θ) ≥ 0 =⇒ ϕ ∈ [0, π] [2 Punkte]

∫
K

div f(x, y, z) d(x, y, z) =

∫ 4

0

∫ π

0

∫ π
2

−π
2

6 · r2 cos(θ) dθ dφ dr [1 Punkt]

=

∫ 4

0

∫ π

0

6r2 [sin(θ)]
π
2

−π
2
dφ dr =

∫ 4

0

∫ π

0

12r2 dφ dr

=

∫ 4

0

12r2 [ϕ]π0 dr = 4π

∫ 4

0

3r2 dr = 4π(43 − 03). [1 Punkt]
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b) Parametrisierung von W : Kreisscheibe mit Radius 4 um Null und y = 0 .

p(r, θ) = ( r cos(θ), 0, r sin(θ))T , θ ∈ [0, 2π], 0 ≤ r ≤ 4 . [1 Punkt]

c) [3 Punkte]

dp

dr
=

cos(θ)
0

sin(θ)

 ,
dp

dθ
=

−r sin(θ)
0

r cos(θ)


dp

dθ
× dp

dr
=

 0
−r
0

 .

<

 0
−r
0

 , f (p(r, θ)) >=<

 0
−r
0

 ,

· · ·0
· · ·

 >= 0 .

Also

∫
W

f · dO = 0 .

d) Mit dem Satz von Gauß ergibt sich aus a) und b) [1 Punkt]∫
M

f · dO =

∫
K

div f (x, y, z) d(x, y, z) −
∫
W

f · dO = 44π .
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Aufgabe 3: (4 (Zusatz)Punkte)

a) Für eine Funktion f : D → R3, D ⊂ R3 gelte

rotf (x, y, z) = 0

und

mit c : [0, 2π] → D, c (t) =

cos(t)
sin(t)

1


gelte :

∫
c

f (x, y, z) = 1.

Besitzt f ein Potential? Begründen Sie Ihre Antwort.

b) Durch f(x, y) = x3 − 2y2 + y + 2 = 0 ist in der Umgebung von
P0 = (1,−1) implizit eine Funktion y = g(x) definiert. Es gilt also lokal

f(x, y) = 0 =⇒ y = g(x), g(1) = −1 .

Berechnen Sie g ′(1) .

Lösung:

a) Nein. Es kann nur ein Potential geben, wenn das Integral von f über jede
geschlossene Kurve verschwindet.

b) g ′(1) = −fx(1,−1)

fy(1,−1)
= − 3x2

−4y + 1

∣∣∣∣
x=1,y=−1

= −3
5
.


