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Volumenintegrale und Satz von Gauss



Einfiihrung
und Grundbegriffe

Vorbemerkungen:
e Ziel: Volumenberechnungen!
e Vorgehen: Direkte Verallgemeinerung der Flachenberechnungen

o Die Betrachtung von Riemann Summen wird nicht wiederholt!

Vorbemerkung: Fasse die zu integrierenden Bereiche mathematisch:
Der einfachste Bereich ist ein Quader:

B = [a,b] % [e.d] x [e, f] = {(:r_,;t/.z)_ tasa<he<y<desz<fh

Definition: (Normalbereich)

Einen Bereich By < ®% nennt man Normalbereich vom Typ |, wenn es einen
reguliren Bereich B3] < 2, ein Gebiet D' C B}, sowie stetig diff'bare Funktionen
grafig 2 D' R gibt mit

By ={{z.y,2) : (@)’ € Blgriz.y < 2 < hilwp)}

Analog werden Normalbereiche vom Typ Il und Typ IIl definiert, bei denen Funk-
tionen g, (., z) und hy¢{y. 2) untere und obere Grenze von z, bzw. g, (2, 2) und
fiprp(x, z) untere und obere Grenze von y darstellen.




Vorbemerkungen:
e Ziel: Volumenberechnungen!
e Vorgehen: Direkte Verallgemeinerung der Flachenberechnungen

e Die Betrachtung von Riemann Summen wird nicht wiederholt!

Vorbemerkung: Fasse die zu integrierenden Bereiche mathematisch:
Der einfachste Bereich ist ein Quader:

B=ab] x[c,d x[e,fl={(x,y,2) :a<z<bec<y<de<z<fl



Definition: (Normalbereich)

Einen Bereich By C R? nennt man Normalbereich vom Typ |, wenn es einen
regularen Bereich B C R?, ein Gebiet D’ C B, sowie stetig diff'bare Funktionen
gr,hr : D' — R gibt mit

By = {(z,y,2)" : (z,9)" € Bigi(z,y < z < hi(z,y)}.

Analog werden Normalbereiche vom Typ Il und Typ Ill definiert, bei denen Funk-
tionen gr7(y, z) und hrr(y, z) untere und obere Grenze von x, bzw. grr7(x, z) und
hrrr(x, z) untere und obere Grenze von y darstellen.




Volumen von
Normalbereichen

Satz: (Volumen eines Normalbereiches im R?)
Seien By, B3, und 33 Normalbereiche vom Typ |, Il, bzw. IIl. Dann gilt fiir die
Volumina V(B;) (i = 1,2,3):

V(B) = /BdV:/B,(h,—g,) dF,

V(Bz) = /B dV = . (h” — g”) dF,
. J B}

2

‘/(33) = /B dV = /B,(h]” —.(]”1) dF.
J Bs J B



Satz: (Volumen eines Normalbereiches im R?)
Seien By, By, und B3 Normalbereiche vom Typ I, I, bzw. Ill. Dann gilt fur die

Volumina V(B;) (i = 1,2, 3):
/ dVI/ (h_r—g[) dF,
B, B

/ av = / (hi1 — gi1) dF,
Bs B

/
2

V(Bs) = / dV:/ (hrrr — grrr) dF.
B B

/
3

V(B1)

V(B2)



Volumenintegral
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Satz: (Volumenintegral iiber Normalbereich im R?)
Sei B; ein Normalbereich vom Typ |

By ={(z,5.2)" : (x,y)" € B}, g1(x,y < 2z < hi(,y)}

und sei f: By — I eine stetige Funktion, dann gilt

hi(x,y)
/ fdv = / [ dz| dxdy.
By By |Yar(zw)
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Satz: (Integral iber Vereinigung von Normalbereichen)
Sei B = U'.‘_, B, endliche Vereinigung von Normalbereichen 5, vom Typ | Il oder
I, webei fur ¢ £ 7 der Schnitt 5 © 13 Nullmenge ses. Dann gilt fir die stetige

Funktion f: B — E:

x
v=>3 av.
frav=x[ 1



Satz: (Volumenintegral iiber Quader im R?)
Seien B = [a,b] X [c,d] X e, f] ein Quader und f : B — R eine stetige Funktion.

Dann gilt
[rav=[ [/ (/effdz) dy] i



Satz: (Volumenintegral tiber Normalbereich im R?)
Sei B1 ein Normalbereich vom Typ |

By ={(z,y,2)" : (z,y)" € Bj,g1(z,y <z < hi(x,y)}

und sei f : B; — R eine stetige Funktion, dann gilt

hI(xay)
de:/ / f dz| dxdy.
B Bi gI(wvy)



Satz: (Integral Uber Vereinigung von Normalbereichen)

Sei B = U§:1 B; endliche Vereinigung von Normalbereichen B; vom Typ |, Il oder
II1, wobei fur ¢ # j der Schnitt B; N B; Nullmenge sei. Dann gilt fur die stetige

Funktion f: B — R:
k
fdv = / f dV.



Transformationsformel
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Bemerkungen Definiti im &%

( i )
Seien 2 und 1) zwei Gebiete im B Ein zweimal stetig diff bare Abbikdung

o Lin regularer Bercicn im 5 ist eine abgeschlosszne, won eincr sticswicise
reguliren Fliche berandete Punktmenge, deren laneres ein einfach zusam- (“-" v ')

menningendes Gebiet ist x: D= D, x{u

* Die Transformationsregel ist auch dann erfillit, wenn < auf Nullmangen in 53
bzw. It nicht injocktiv ist
Las ist flir Kocrdinatentrato aus Zylinderkocrdinzat
wichlip,

beifle Kaordinatentransfarmation. wenn x injektiv ist und wenn die Determinante

, ‘ | der Ableitungsmatrix fur alie (u,v,w)” = 1 nicht verschwindet:
cder Kugelkcordinazen

N
iu,

= et [, v, w)) = det

Dz s
Al

Die Detarminante heifit Funktianaldeterminante von x.

Satz: (Transformationsregel fiir Volumenintegrale) ~

Seien B und B zwei regulire Bereiche im %, 1 und D zwei Gebiete mit B € I
und B < D, sowie x : D — D eine Koordinatentransformation von B auf B. Sei
weiter [ : I3 — & eine stetige Funktion. Dann gilt:

/ fdv = / Sy, 2) dedyds
Jx(B) 5

N,y 2)
—— | dududu.
alu, t.,ur)‘ e

= / Fla(u, v, ), gl v, w), z(un, v, w))
i




Motivation: (Transformationsformel im R?)
Wie zuvor bei den Flachenintegralen soll nun die im 1D nutzliche Substitutionsregel

b ¢~ (b)
[ @ ar= [ powDla

6= (a) at

in den R? iibertragen werden.



Definition: (Koordinatentransformation im R*)
Seien D und D zwei Gebiete im R3. Ein zweimal stetig diff'bare Abbildung

i x(u, v, w)
x:D—= D, x(u,v,w) = | y(u,v,w)
z(u, v, w)

heiBt Koordinatentransformation, wenn x injektiv ist und wenn die Determinante
der Ableitungsmatrix fiir alle (u,v,w)' € D nicht verschwindet:

Ty (U, v,w)  Ty(u,v,w) Ty (u, v, W)
= det(Jx(u,v,w)) = det | yu(u,v,w) Yp(u,v,w) Yu(u,v,w)
zu(u, v, W) zy(u,v,w) 2z (u, v, w)

0(z,y, 2)
o(u, v, w)

Die Determinante g((s’g’fu)) heiBt Funktionaldeterminante von x.




Satz: (Transformationsregel fiir Volumenintegrale)
Seien B und B zwei regulire Bereiche im R3, D und D zwei Gebiete mit B C D
und B C D, sowie x : D — D eine Koordinatentransformation von B auf B. Sei
weiter f : B — R eine stetige Funktion. Dann gilt:

/ fdv = /f(a:,y,z) dxdydz
x(B) B

o(x,y,2)

— /Bf(x(ua’va w)a y(u,v, w)7 z(u, v,w)) |8(u,v,w) dudvduw.




Bemerkungen:

e Ein regularer Bereich im R? ist eine abgeschlossene, von einer stuckweise
regularen Flache berandete Punktmenge, deren Inneres ein einfach zusam-
menhangendes Gebiet ist.

e Die Transformationsregel ist auch dann erfullt, wenn .~ auf Nullmengen in B
bzw. B nicht injektiv ist.



Satz von Gaufl3

Vorbemerkungen:

o Satzvon GauB stell: zinen Zusammenhang zwischen Flussintegral iiber Oberfiache
und Integ s

e Die Herleitung er

o Mathematisch erlaubt er die Vereinfachung der Inzegration

ist er tir die Autstell inuu echanischen Bilanzen

{betrachte Vektorfeld als er Fl cit)

Satz: (Satz von GauB)
Sei B < ®% ein regulirer Bereich mit duBerer Normalen n in den Punkten seines
Randes dB. Sei v ein im Gebiet D = B stetig diff'bares Vektorfeld. Dann gilt

/ divv dV =/ v-dO = (v-n)dO.
B aB
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Vorbemerkungen:

e Satz von GauB stellt einen Zusammenhang zwischen Flussintegral tiber Oberflache
und Integral uber eingeschlossenem Volumen her.

e Die Herleitung erfolgt zunachst iiber ein Quader im R3.

e Mathematisch erlaubt er die Vereinfachung der Integration.

e Physikalisch ist er fur die Aufstellung von kontinuumsmechanischen Bilanzen
wichtig (betrachte Vektorfeld als Stromungsgeschwindigkeit einer Flissigkeit).




Satz: (Satz von GauB)
Sei B C R? ein regularer Bereich mit auBerer Normalen n in den Punkten seines
Randes OB. Sei v ein im Gebiet D D B stetig diff'bares Vektorfeld. Dann gilt

/divv dV:/ v-dO = (v -n)dO.
B OB dB



Folgerung: (Erste Greensche Integralformel)
Es gelten die Voraussetzungen des Satzes von GauB, f und ¢ seien zweimal stetig
diff 'bare Funktionen. Dann folgt

af

A - — L do.
/B[so f+ Ve -VfldV /83<pand0



Folgerung: (Zweite Greensche Integralformel)
Es gelten die Voraussetzungen des Satzes von GauB, f und ¢ seien zweimal stetig
diff'bare Funktionen. Dann folgt
of o
Af — fAp| dV = — — f—|dO.
[lear—ragav= [ fpet s3]



Volumenintegral Transformationsformel

oot

Volumen von Satz von GauB3
Normalbereichen
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