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Erinnerung:
Oberflachenintegral

Definition: (Oberflachenintegral einer Funktion)

Seien D  &? ein Gebiet, 17 < D) ein regularer Bereich und § < R? ein regulires
Flichenstiick mit Parameterdarstellung x : B — S.x(B) =S, und sei [ : § = &
eine beschrinkte Funktion.

Wenn das Riemannsche Flachenintegral

[ S v)) %o, v) x xo(uv) df
8

existiert, heiit es Oberflichenintegral der Funktion f iiber dem reguliren Flichenstiick

Notation eibe

Sate: {Exstens des Oterllathenintegrals)

ten die Bedingunger der Osfinition, lst { : 5 — B oul § beschranke und
terweze it Ausnah e viner Nul imenge) steti, s exist ert das Gherflichenintegral
A2 von [ b 8.

Satz: [Cberflac liber zusamm I'lizhen)

Wenn & — |J7_, 5; eine stilc4meice regulire Fliche ist. wobei die Schnittmengen
3500 8; [§ /7§ aus hochstens endlich wiclen reguldren Kurvenstiicken bestehen,
dann ist fur cine stetige Funksion f - S ¢ B das Oberflicherintzgral gegeben:
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Bemerkung: (Eigenschaften des Oberflichenintegrals)
Sei S regulares Flichenstiick (oder stiickweise regulare Fliche), f.g: S — R stetige
Funktionen, a ¢ ®. Dann gilt fur das Oberflachenintegral Gber S:

1. Additivitit: fg

(f +9)dO = [ F dO + [5qdO.

L Hemogen it [ of dO = a [g f dO.

2
M
4.1

51 lweer

nie: aus f < g folgt [ f dO < [GgdO

headditvitat: Sind 85 (§ = 1,
Uf_, S; stiickweise reguldre Fliche, so folgt

.., k) reguldre Flichenstiicke, § =

*
/sfd():z | 1 do.

j=15;

sats: Es gibt einen Punkt xg € 5 mit [ f dO = f(xy)O(S)



Definition: (Oberflachenintegral einer Funktion)
Seien D C R? ein Gebiet, B C D ein regularer Bereich und S C R? ein regulares

Flachenstiick mit Parameterdarstellung x: B — S,x(B) =S, und sei f : S — R

eine beschrankte Funktion.
Wenn das Riemannsche Flachenintegral

/B Fx(u, )| (1, 0) X Xy (u,0)| df

existiert, heiBt es Oberflachenintegral der Funktion f tiber dem regularen Flachenstuck

S.

Bemerkung: (Algorit



sralc)

Satz: (Existenz des Oberflachenintegrals)
Es gelten die Bedingungen der Definition. Ist f : S — R auf § beschrankt und
(moglicherweise mit Ausnahme einer Nullmenge) stetig, so existiert das Oberflachenintegral

fo dO von f liber S.

Satz: (Oberflachenintegral liber zusammengesetzten Flachen)

Wenn § = U§=1 S; eine stuckweise regulare Flache ist, wobei die Schnittmengen
S; N'S; (i # j) aus hochstens endlich vielen regularen Kurvenstiicken bestehen,
dann ist fur eine stetige Funktion f : S — R das Oberflachenintegral gegeben:

Lfdo_géjfdo.



Bemerkung: (Algorithmus zur Berechnung des Oberflachenintegrals)

1. Parametrisierung des Fliachenstiicks S durch x : B — R3, B C R? durch
x(B) = S.
2. Berechnung der Werte von f in Abhangigkeit von (u,v)' € B:
f(x(u, v)).
3. Berechnung des Oberflachenelements mit Hilfe der Tangentenvektoren x,, und
Xy

dO = |x,(u,v) X x,(u,v)| dudv.

4. Berechnung des Oberflachenintegrals als Riemannsches Flachenintegral tber

/S f o = /B £t 0)) [ (1, 0) X 0 (11,0)]| il



Bemerkung: (Eigenschaften des Oberflachenintegrals)
Sei S regulares Flachenstiick (oder stiickweise regulare Flache), f, g : S — R stetige
Funktionen, a € R. Dann gilt fur das Oberflachenintegral uber S:

L Jof+9) O = [ 4O+ [4g dO.
 [yaf dO =a [, f dO.
caus f < g folgt [ f dO < [, g dO.

Sind S; (j = 1,...,k) regulare Flachenstiicke, § =
U?:l S; stiickweise reguldre Flache, so folgt

/Sfdozgjlfsjfdo.

5. . Es gibt einen Punkt xo € S mit [, f dO = f(x0)O(S).
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Oberflachenintegral
eines Vektorfeldes

Metivation: (Cbrtlichar imiag sl eres Vertceluges]
o Butrachin Strteving in sewe Gosint D %

o Trage: wieviel Name sires v st
™ SCD?

o S dis Caschwisd iguaishid o6
D darca o 5

© P el (i) Fischenmics A0 C 0 wibls Brbemwromaesvecst &
aeedom ss x = A Dae st

A aIVIN] - BFTANAL = Jix) mFIAAM
e F1AA) dere Flachanirbak A7 sivem (karmen) Zeinters

Voot dor Macsaratioesdiches, ae gute Nabarueg der
[ —

3 v doe
h AA biagerch

» Die 3o Zenswret dusch A in Aiehtung o #eloxds Mase ot daber

Aiw = Yix)-mb1AA)

Mallien

e Fuenulaungn.

eheE Ty

« i bt i

[ g5 €0es WIRICrIIEE CUrch 1 RIS - azhe s
20 rex-lans Twemezzl Hachnit.ce it 330 Faamitazerrg
nSundy 52 e men

. bn

rperpribezan X,
16 b ol

»~ Mathematische Fonudiciungen.

o ohmicre dunch € < a2 s s dh Oba il Ve fer
+ Woheo 15 Hera prmchabarbbe Uar . N

. i i -
« D081 ReBY i) - Ji¥D 1 1wt I MY = 5 bt b Jnd ® {vedfo § vixs oixt A

ahae ;Ao woohe b

caz Dbxrflzeren ~segrzl ecer Mlozantcgal ven v uoar 5.

E

inwrking, B et il Fliesintag ks Fis ¢ eurh

Bomerairger:

alar oo

T

Tan

Bomerburg. Mewthns e Baoliung o Fuas:
doedin bR S dad

Surlinks

ASi—2

PR



Motivation: (Oberflachenintegral eines Vektorfeldes)

Betrachte Stromung in einem Gebiet D C R3.

Frage: wieviel Masse eines Gases stromt in einer Zeiteinheit durch eine gegebene
Flache S € D?

Sei das Geschwindigkeitsfeld als Vektorfeld v : D — R?® gegeben und die
Dichte durch p: D — R™T.

Fir ein (kleines) Flachenstick AA C D wahle Einheitsnormalenvektor n,
auBerdem sei x € AA. Dann ist

Am = p(x)v(x) - nF(AA)At = j(x) - nF(AA)At

mit F'(AA) dem Flacheninhalt, At einem (kurzen) Zeitintervall, j = pv dem
Vektor der Massenstromdichte, eine gute Naherung der durch A A hindurch-
flieBenden Fluidmasse.

Die pro Zeiteinheit durch A A in Richtung n flieBende Masse ist daher

Am = j(x) -nF(AA).

.......




Mathematische Formulierungen:
e Sei S C D regulares Flachenstiick mit Parametrisierung x: B — S.

e Die Tangentenvektoren x,,(u,v), X,(u,v) fir (u,v)" € B\OB sind lin. un-
abhangig und spannen die Tangentialebene von S in x(u,v) auf.

e Wihle n(u,v) = Ix“(“’v)xx”(“’v) als Normaleneinheitsvektor.
X (U, 0) XXy (w,v)|

e Die Funkion f(x) = j(x)-n(x) (j wie zuvor) ist fiir x € S beschrankt und in
S stetig, daher existiert

iv= [ 140~ [ (i(x)-n(x) do.

e 71 ist die pro Zeiteinheit durch .S in Richtung n flieBende Fluidmasse.



Mathematische Formulierungen:
e Definiere durch dO = n dO das vektorielle Oberflachenelement.
o Es gilt

X, X Xy

dO =n dO =

Xy X Xy| dF = (X4 X Xy) dudv.
X X Xy



Definition: (Fluss eines Vektorfeldes durch regulares Flachenstuck)

Seien S C R ein regulares (zweiseitiges) Flachenstiick mit der Parametrisierung
x : B — S, n(x) das Feld der Normalen von S und v : S — R’ ein stetiges
Vektorfeld.

Dann ist

/SV-dO:/SV(x)-n(X) 40

das Oberflachenintegral oder Flussintegral von v uber S.



Bemerkungen:

e Esgilt: [dO| = dO.

e Durchn’ = I:ZXT);:I ist ein zu n entgegengesetzter Normalenvektor gegeben,
es gilt n’(x) = —n(x).

e Daher kann der Fluss durch S in Richtung n’ berechnet werden als

/Sv-dO':—/SV(X)-n(x) dO.



Bemerkung: (Algorithmus zur Berechnung des Flusses)

1. Parametrisierung des Flachenstiicks S durch x : B — R?, B C R? durch

x(B) = S.

2. Berechnung der Werte von v auf S:

v(x(u,v)).

3. Berechnung des vektoriellen Oberflachenelements
dO = (xy(u,v) X X, (u,v)) dudv
mit Hilfe der Tangentenvektoren x,, und x, und der Normalen

Xy (U, v) X Xy (u, v)
| (1, v) X Xy (u,v)|

n(u,v) =

4. Berechnung des Flussintegrals als Riemannsches Flachenintegral tuber B:

/ -dO = / (u,v)) - (X4 (u,v) X X, (u,v)) dudv.



Zirkulation und
Wirbelstéarke

Definition: (Zirkulation)

Sei v : M -~ IB¥ ein stetig diff'bares Vektorfeld, M < IE* offen, und & cine
geschlossene, regulare, orientierte Kurve in M. Dann ist die Zirkulation von v
langs der Kurve I definiert als das Kurventintegral

Z=](v'dx.
3

Definition: (Zirkulation pro Flicheneinheit)
Sei v : M — E* M < B offen, ein stetig diff'bares Vektorfeld, xo € M und n
ein von x; ausgehender Richtungsvektor mit [n| = 1. Der Grenzwert

Wiixy) := | v-dx

lim L f
Al=txoed F{A) 54
heiBt Zirkulation pro Flacheneinheit des Vektorfeldes v beziiglich der Richtung n in
Xy

Satz: (Zirkulation und Wirbelfeld)

Sei v : M — RB® A < B* offen, ein stetig diff"bares Vektorfeld, xo € A und n
ein Einheitsvektor.

Dann stimmt die Zirkulation pro Flacheneinheit W, {xq) iiberein mit der n-Komponente
des Wirbelfeldes rotvixg):

Waixy) = n - rotv(xg).

Bemerkung: Man nennt 11, (%) auch Wirbelstarke oder Vorticity.



Definition: (Zirkulation)
Sei v : M — R? ein stetig diff’bares Vektorfeld, M C R? offen, und k eine

geschlossene, regulare, orientierte Kurve in M. Dann ist die Zirkulation von v
langs der Kurve k definiert als das Kurventintegral

szv-dx.
k

Definition: (Zirkulation pro Flacheneinheit)
Sei v: M — R3 M C R? offen, ein stetig diff'bares Vektorfeld, xo € M und n
ein von x ausgehender Richtungsvektor mit [n| = 1. Der Grenzwert

1

Wa(xo) = lim —— ¢ v-d
(XO) |A|—*%){2()€A F(A) fi')AV x

heiBt Zirkulation pro Flacheneinheit des Vektorfeldes v bezuglich der Richtung n in
X0 -



M) -

Satz: (Zirkulation und Wirbelfeld)
Sei v: M — R3, M C R? offen, ein stetig diff'bares Vektorfeld, xo € M und n

ein Einheitsvektor.
Dann stimmt die Zirkulation pro Flacheneinheit W, (xg) tberein mit der n-Komponente
des Wirbelfeldes rotv(xg):

Wha(xg) = n - rotv(xp).

Wirbelstarke Vorticity.



Satz von Stokes

Motivation:
Ubertragung des Satzes Zirkaiption nad Wichelstirke, der auf ebenen Flichenstiicken
gale, auf regulire Flichenstiicke S = K%, A

o Rand @5 sei regulire geschlossene Kurve im EY.

o Parametrisierung &5 -
lang wachszndem ¢,

e = 2000 mit Orientierung ent-

Satz: (Satz von Stokes)

Sei v : M —» R* ein stetig diff'bares Vektorfeld, M C R? offen, und S ein regulires
Flachenstiick in M. S sei von einer geschl gula ienti Kurve 05
berandet. Dann gilt

f v-dx=/mlv~d0.
as s

Die Richtung der in dO = ndO enthaltenen Flichennormalen ergibt sich aus der
Orientierung der Randkurve durch eine Rechtsschraube.

Satz (Stokesscher Satz filr Flichen mit gleicher Randkurve)

Se v M RY stetig diff'bares Vektorfeld, M C R" offen und S, und S; seine
regulire Flachenstiucke in M, die dwe glesche geschlossene regulire und onentierte
Kurve (5 als Randkurve besitzen. Dann gilt

f vt [ wuv-do= [ wav-do



atlZz von ST0Ke.

Motivation:
Ubertragung des Satzes Zirkulation und Wirbelstarke, der auf ebenen Flachenstiicken
galt, auf regulare Flachenstiicke S C R?. Annahmen:

e Rand OS5 sei regulare geschlossene Kurve im R3.

e Parametrisierung 05 : v(t),t € [ta,te],v(ta) = Y(te) mit Orientierung ent-

lang wachsendem ¢.



Satz: (Satz von Stokes)

Sei v : M — R? ein stetig diff'bares Vektorfeld, M C R? offen, und S ein regulares
Flachenstiick in M. S sei von einer geschlossenen, regularen, orientierten Kurve 0S

berandet. Dann gilt
% v-dx:/rotv-dO.
dS S

Die Richtung der in dO = ndO enthaltenen Flachennormalen ergibt sich aus der
Orientierung der Randkurve durch eine Rechtsschraube.



Bemerkungen:

e Der Satz von Stokes bedeutet: Die Zirkulation entlang des Randes eines
Flachenstuckes ist gleich dem Fluss von rotv durch das Flachenstuck.

e Falls S ebenes einfach zusammenhangendes Flachenstuck in x — y-Ebene,
n = (0,0,1)" und AS positiv orientierte geschlossene Randkurve von S,
sowie v = (vi(x,y),v2(z,y),0)" fir (z,4,0)" € S, so entspricht der Satz
von Stokes dem Satz von Green!



Satz: (Stokesscher Satz fiir Flachen mit gleicher Randkurve)
Sei v : M — R3 stetig diff'bares Vektorfeld, M C R? offen und S; und S5 seine

regulare Flachenstucke in M, die die gleiche geschlossene regulare und orientierte
Kurve 0S als Randkurve besitzen. Dann gilt

7{ v-dx:/rotv-dOz rotv - dO
oD S1 SoH
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