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Erinnerung

Definition: (Ri hes Flachenintegral)

® Sei f auf einem reguliren Bereich B C R? definiert und beschrinkt. Dann
heiBt f iiber B im Riemannschen Sinn integrierbar, wenn die Folge der Rie-
mannschen Zwischensummen (S(f, Z,)) fiir jede zulassige Folge von Zer-
legungen ((Z;)) und jede Wahl der Zwischenpunkte x; gegen denselben Gren-
zwert I konvergiert.

e Der G t I heiBt Ri hes Flachenintegral der Funktion f uber
dem Bereich B und man schreibt:

/I;IdF'=-/Hf(:r,y) dF=Lf(z,y)dzdy:=l.

Satz: (Satz von Green)

Sei D ¢ R? ein Gebiet und B ¢ D ein Bereich mit positiv orientiertem Rand 9B
(bestehend aus endlich vielen geschlossenen Kurven). Sei weiter v : D — R? ein
stetig diff‘bares Vertorfeld.

Dann gilt:
_ [ [nalzy)  Oui(x.y)
./L;nv dx—l'[ r dy ]dF'

Satz: (Transformationsregel fiir Flichenintegrale)
Sei B ¢ 7 regulirer Bereich und x : B — B’ ¢ B? Koordinatentransformation.
Dann gilt fiir jede auf B’ stetige Funktion f: B' - R
W |8 )
dF =f Ffix,y) drd, =/ flziu, ), ylu.w))
o # 8= [ sty asdy = [ o) pinen |Z20

dudv,




Definition: (Riemannsches Flachenintegral)

e Sei f auf einem regularen Bereich B C R? definiert und beschrankt. Dann
heiBt f uber B im Riemannschen Sinn integrierbar, wenn die Folge der Rie-
mannschen Zwischensummen (S(f, Zx)) fiir jede zulassige Folge von Zer-
legungen ((Z%)) und jede Wahl der Zwischenpunkte x; gegen denselben Gren-
zwert I konvergiert.

e Der Grenzwert I heiBt Riemnannsches Flachenintegral der Funktion f uber
dem Bereich B und man schreibt:

/deFI/Bf(:c,y) dF:/Bf(:c,y) dxdy = 1.



Satz: (Satz von Green)

Sei D C R? ein Gebiet und B C D ein Bereich mit positiv orientiertem Rand 0B

(bestehend aus endlich vielen geschlossenen Kurven). Sei weiter v : D — R? ein
stetig diff'bares Vertorfeld.

Dann gilt:
/ v - dx :/ {81}2(%” _ du=,y) dF.
OB B Ox Ay




Satz: (Flacheninhaltsformel)
Sei B ein Bereich, dessen Rand 0B durch eine doppelpunktfreie geschlossene und

positiv orientierte Kurve v : [to,te] — R2, v(t) = (x(t),y(t)) ", gegeben ist.
Dann gilt fur den Flacheninhalt F'(b):

/ —y(D)(t) + =(2)i(t)] dt.



Satz: (Transformationsregel fiir Flachenintegrale)
Sei B C R? regularer Bereich und x : B — B’ C R? Koordinatentransformation.
Dann gilt fiir jede auf B’ stetige Funktion f: B’ -+ R

O(z,y)

f dF = ~ f(x,y) dedy = /Bf(:c(u,v),y(u, v)) |8(u,v) dudv.

x(B)
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Motivation:
o . Integrale uber ebenen Flachen;
. Integrale liber Korpern in R3.
o . Kraftwirkung auf beliebigen Flachen im Raum
o . Elektrische Felder im Raum

° . Flusse durch Flachen im Raum



Vorbemerkung: (Beschreibung von Flachenstiicken im Raum)
Es sei S € R? ein Bereich iiber dem integriert werden soll. S kann auf verschiedene
Weisen beschrieben werden:

1. Explizite Darstellung: Graph einer Funktion f : B —+ R, B C R?:

T
S = Y :(z,y)" € B
f(z,y)

2. Parametrisierte Darstellung: Ergebnis der Abbildung x : B — R3, B c R?:

S = x(u,v) = | ylu,v) | : (u,v)" € B

3. Implizite Darstellung: Menge der Punkte (z,7,2)", die Losung einer
Gleichung sind mit F : R? — R:

S = {(az,y,z)T : Fz,y, 2) =0}.



Definition: (Regulares Flachenstiick)
Sei D € R? Gebiet und B C D ein regularer Bereich und sei x : D — R3 ein stetig
diff'bares Vektorfeld. Dann heiBt die Punktmenge

S = {x(u,v) : (u,v)" € B} =x(B)
regulares Flachenstick, falls gilt:
1. x ist auf B = B\OB injektiv.
2. Xy (u,v) X X, (u,v) # 0 fiir alle (u,v)" € b.

Die Abbildung x(u,v) mit (u,v)' € B heiBt Parametrisierung (Parameterdarstel-
lung) des Flachenstiicks S.

Die Teilmenge x(B) C S (Menge der Bilder der inneren Punkte von B) wird mit
S bezeichnet.



Bemerkung: (Tangentialebene)

e Die Bedingung 2) bedeutet, dass die Tangentenvektoren x,,(uo, vo) und v (ug, vo)
an den Parameterlinien {x,(u,vo) : (u,v0)" € B} und {x,(ug,v) : (ug,v)" €
B} in jedem Punkt x(ug,vg) von S linear unabhangig sind.

e Die Tangentenvektoren spannen im R? eine x(uo, vo) enthaltende Ebene (die
Tangentialebene an S in x(ug,v9) € S) auf:

E = {x = x(ug, vo) + axy(ug, vo) + BxXy(ug,v0) : o, 8 € R}.

= (Kurvenstiicke in S\






Bemerkung: (Kurvenstiicke in S)

e Notation: xy,(u,v) bzw. x,(u,v) seinen die Komponentenweisen Ableitungen
von x nach u bzw. v:
xu/v("ﬂ ’U)
xu/v(us ’U) = yu/v(uav) .
zu./v(us 'U)
e Normalenvekior: in jedem x(u,v) € S ist der Normalenvektor zur Tangen-

tialebene (und damit der Normalenvektor zur Flache S) gegeben durch:

— xu(u’v) X Xu(u, U)
n(u,v) = |%u (1, v) X Xy (u,v)|

e Kurvenstucke: Betrachte regulares (ebenes) Kurvenstiick u : [a,b] — B,u(t) =
(u(t),v(t))" in B C R?, das durch u(to) = (ug,vo) (t € [a, b)) verlduft, dann
ist ein Kurvenstiick in S definiert durch

Y(t) = x(u(t)), tE€[a,b].
e [angentenvekior: Der Tangentenvektor an () in x(u(t)) ist gegeben durch

(Kettenregel):
V() = xu(u(t))a(t) + x, (u(t))o(?).

e [opgeniange: Die Bogenlange s(t) der Kurve ~y(t) ist damit

s(t) = / 5(r)] dr

- / V2 (u(n)i2(7) + 2xu(u(r) - xo(u(r))a(r)i(r) + x3(u(r)i(r) dr.



Definition: (Metrische FundamentalgroBen)

e Definiere die metrischen FundamentalgroBen des Flachenstiicks:

E(u,v) = x%(u,v),
F(u,v) = xu(u,v)-Xy(u,v),

G(u,v) = x2(u,v).

e Fiir die Bogenlange eines Kurvenstiickes y(t) = x(u(t)) auf S (¢ € [a, b]) gilt:

/ JE@(D))2(7) 1 2F @) a()o(r) + Cu(r)i2(r) dr

e Der Flacheninhalt des Parallelograms |x, X x,| = VEG — F2.



Definition: (Stiickweise regulare Flache)
S C R3 heiBt stiickweise regulare Flache, wenn gilt:

e Es gibt endliche viele regulare Flachenstucke Sy, ..., Sp;

e Die Si besitzen hochstens endlich viele regulare Kurvensticke ihrer Rander
gemeinsam;



Flacheninhalt
regularer Flachenstiucke

Idee:
Verwende Konzepte fiir ebene Flichen und iibertrage auf Flichenstiicke im 3.

o Beginne mit der Uberdeckung des Bereiches B ¢ &2 mit Rechteckgitter {B;}.

o Parameterdarstellung x(8) = S bzw. x(B;) = S, (Parallelogramme).

Fldchenberechnung der Parallelogramme S;.

Grenzibergang.

Definition: (Flacheninhalt eines regularen Flachenstiicks)

Der Flacheninhalt ((S) eines regularen Flachenstiicks S = x([3), das durch die
Parametrisierung x : B — B* mit B C &?, B regularer Bereich, gegeben ist, wird
definiert durch

o(S) =/ % (u,v) % x,(u,v)| dF =/ VE(u,v)G(u,v) — F2(u,v) dF.
B B
Bemerkung: (skalares Oberflichenelement)
Fiihre das skalare Oberfllachenelement dO ein:
dO = |x,(u.¢) % x, (v, )] dF =  Elu,v)Glu,v) — F2{u,v) dude,

Dann ist der Flacheninhalt gegeben durch

0(8) = /s 0. 0
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Idee:
Verwende Konzepte fiir ebene Flachen und iibertrage auf Flachenstiicke im R3.

e Beginne mit der Uberdeckung des Bereiches B C R? mit Rechteckgitter {B,}.
e Parameterdarstellung x(B) = S bzw. x(B,) = S; (Parallelogramme).
e Flachenberechnung der Parallelogramme S;.

e Grenzubergang.



Definition: (Flacheninhalt eines regularen Flachenstiicks)

Der Flacheninhalt O(S) eines regularen Flachenstiicks S = x(B), das durch die
Parametrisierung x : B — R3 mit B C R?, B regularer Bereich, gegeben ist, wird
definiert durch

0(S) = /B 5 (11, ) X Xy (1, 0)| dF = /B VE@w,0)C(u,v) — F2(u,v) dF.

Bemerkung: (skalares Oberflachenelement)
Fihre das skalare Oberflachenelement dO ein:

dO = |x,(u,v) X Xy (u,v)| dF = /E(u,v)G(u,v) — F2(u,v) dudv.

Dann ist der Flacheninhalt gegeben durch

0(S) = /S d0. o



Oberflachenintegral

Mativation: (lfassenkbzrechnung)
® Sci cine cunne Schale im B geacoen

» Niherungsweise lasst sich die Schale durch < ne [ #che 8 beschreiben

® Sei eine Verleilung pix) e § der M

4 | dichile gepeben

» Die Gesamimasse aufl S 13zl sich dann durch Integration berechnen.

Definition: {Overllichenategral sner Funktion)

en O © n Gebiet, £ < L) win regulirer Bereich und 8 © R & n reguliires
Flichenstick mit Parameterdarsteliung x - 8 — S.xiB] = S, uncsei f : S+ R
eine beschrankts Funkticn.
Wenn das Riemannsche Flichenintegral

/ﬂ!lmﬁu

P ERUESN CRUIN
bS5 s e zuf & seseeranct
winse Hnlmergs Fodotn, sivs3iotine. < Cline

2 dis Cuellidhin i,

Al gasee

exstiert, heifi cs Oberilichenintegeal dar Funition f iiacr dem regutiren Flichenatiick 1,730 wor £ ubte S
o d
Notation r ).

Burnweking: 5y

Neniee 2 i Fuen:

ot 2o, Crave’ e mpainbagra s

L Parants sieru o, s FlidredIde s dussh VBN F dud

2B =S

el

e v i Al e,

faiai.

A LZReinung 662 GO SCIEN GRS 32 41 1E0rahis b 3T i Wi ke
2.

A= | fain e i g adga
Lo

(2]

Bemerkung: [Eigenschalten des Dberllichenintegrals)
Sei & repulidres Fliachenstick (oder stiickwaise regulre Fache). f g : 8 — R stetige
Furktionen, o & K. Dann gilt (e diss Oberflachen ntegral Gber S:

1 Tplf = @y 80 = [ [0+ [ 840,

2. Homege feaf d0 =a [, f 0.

3 aus [ = g folgt [of dO £ foq 4O

4.8 wacdititin: Sind 55 {5 = 1,....k) regulire Fichersticke, § =

1y S5 stuckwmsse regulire Fliche, so folgt

],’u‘u—'z::[“fcu

5. v + Es gibt einen Funkt xo & 5 mit g 7 dO = §{xq)




I IIAITVITIITILS

Motivation: (Massenberechnung)
e Sei eine diinne Schale im R? gegeben.
e Naherungsweise lasst sich die Schale durch eine Flache S beschreiben.
e Sei eine Verteilung p(x) € S der Massendichte gegeben.

e Die Gesamtmasse auf S lasst sich dann durch Integration berechnen.

R3 ein regulares
lsei f: 85 —=R



Definition: (Oberflachenintegral einer Funktion)
Seien D C R? ein Gebiet, B C D ein regularer Bereich und S C R? ein regulares

Flachenstiick mit Parameterdarstellung x: B — S,x(B) =S, und sei f : S — R

eine beschrankte Funktion.
Wenn das Riemannsche Flachenintegral

/B Fx(u, )| (1, 0) X Xy (u,0)| df

existiert, heiBt es Oberflachenintegral der Funktion f tiber dem regularen Flachenstuck

S.



Satz: (Existenz des Oberflachenintegrals)
Es gelten die Bedingungen der Definition. Ist f : S — R auf S beschrankt und
(moglicherweise mit Ausnahme einer Nullmenge) stetig, so existiert das Oberflachenintegral

Js f dO von f iiber S.



Satz: (Oberflachenintegral liber zusammengesetzten Flachen)

Wenn S = Ule S; eine stuckweise regulare Flache ist, wobei die Schnittmengen
S; N'S; (i # 7) aus hochstens endlich vielen regularen Kurvenstiicken bestehen,
dann ist fur eine stetige Funktion f : S — R das Oberflachenintegral gegeben:

/Sfdozg/%fda



Bemerkung: (Algorithmus zur Berechnung des Oberflachenintegrals)

1. Parametrisierung des Flachenstiicks S durch x: B — R3, B C R? durch

x(B) = S.

2. Berechnung der Werte von f in Abhingigkeit von (u,v)’ € B:
f(x(u,v)).

3. Berechnung des Oberflachenelements mit Hilfe der Tangentenvektoren x,, und
Xy
dO = |x,(u,v) X x,(u,v)| dudv.

4. Berechnung des Oberflachenintegrals als Riemannsches Flachenintegral tiber

B:
/sf dO = /Bf(x(u,v))|xu(u,'v) X Xy (u,v)| dudv. e



Bemerkung: (Eigenschaften des Oberflachenintegrals)
Sei S regulares Flachenstiick (oder stiickweise regulare Flache), f, g : S — R stetige
Funktionen, a € R. Dann gilt fur das Oberflachenintegral uber S:

1 Js(f+9)dO = [ dO + [4g dO.

 [yaf dO =a [, f dO.
caus f < g folgt [ f dO < [, g dO.

B~ N

Sind S; (j = 1,...,k) regulare Flachenstiicke, § =
U?zl S; stiickweise reguldre Flache, so folgt

/Sfdozijlfsjfdo.

5. . Es gibt einen Punkt xo € S mit [, f dO = f(x0)O(S).
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