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Flachenintegrale



Einfliihrung in Integration
Uber Flachen/Volumen
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Definition (Flacheainnale, Jordan-lnhalt)

Detinition: (Regulirer Berrich)
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Motivation:

e Problemstellung: Berechne Masse in Korper, mit heterogener Dichte.

e Beispiel: K = K; U Ko, habe Volumen 20m3, K; und K, seien jeweils
von halbem Volumen von K. Seien px, = 1000-%; und pg, = 3000-%; die
Dichten. Dann ist die Gesamtmasse M:

I+ 10m® - 3000-L. = 40.0004.

M = 10m? - 1000-=5 5
™m m

e Hier war die Dichtefunktion sehr einfach:

[ 1000, fiir x € K,
plx) = { 3000-2;, fiir x € K.

m3)?
e Frage: Was ist, wenn p(x) sehr kompliziert?

e Antwort: Integration!

Aufgabe: Betrachte nun zunachst: Flacheninhalte ebener Flachen



Aufgabe: E

Vorbemerkungen:

e Wir wissen: Fliache eines Rechtecks im R? mit Seitenlangen a und b: F =
a-b.

e ldee: Uberziehe beliebiges Gebiet M mit immer feinmaschigeren Gittern und
fuhre Grenzubergang durch.
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Gitter:

Sei M C RZ2.

Uberziehe R? mit Gitter der Maschenweite h = 2%9—1 mit hg > 0 fest und
k=1,2,...

2
Flicheninhalte der Gitterzellen: fi, = h? = 2—,’:‘}1 fur Verfeinerung k.

Flacheninhalt von M wird angenahert durch die Summe s, (M) der Flachen
der Gitterzellen in M (bzw. Si(M) der Gitterzellen mit mindestens einem
Punkt in M).

Es gilt:
sp(M) < spp1(M) < Spyp1 (M) < Sp(M).

Damit ist die Folge (sx(M))x monoton wachsend und nach oben beschrankt,
(Sk(M)) ist monoton fallend nach unten beschrankt.

Es existieren die Grenzwerte

Fi(M) := kli_}r{.lo sk(M) undEF,(M) := kli_)r{.lo Sk(M)
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Definition: (Flacheninhalt, Jordan-Inhalt)
e Wir nennen F;(M) inneren Inhalt und F,(M) auBeren Inhalt von M.
e Die Menge M heiBt Jordan-messbar, falls F;(M) = F,(M).

e In dem Fall wird der Jordan-Inhalt bzw. Flacheninhalt von M definiert als

F(M) = F;(M) = F,(M).

e Fiir die leere Menge ) setzen wir F'(()) = 0.

e Eine Jordan-messbare Menge N mit F/(NN) = 0 heiBt Jordan-Nullmenge.



Satz: (Eigenschaften von messbaren Mengen und Jordan-Inhalt)
1. Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.

2. Die beschrinkte Menge M C R? ist genau dann messbar, wenn der Rand
OM von M messbar ist und F(OM) = 0 gilt.

Jedes regulare Kurvenstiick im R? ist eine Nullmenge.

Durchschnitt und Vereinigung zweier messbarer Mengen sind wieder messbar.

Wenn M und N messbar sind, dann auch M\N.

S 00 AW

Wenn M und N messbar sind und M C N, dann gilt F(M) < F(N)
(Monotonie).

7. Wenn M und N messbar sind und M N N = (), dann gilt F(M UN) =
F(M)+ F(N) (Additivitat).



Definition: (Regularer Bereich)
Eine beschrankte Menge B C R? heiBt regularer Bereich, wenn

1. B abgeschlossen ist,

2. das innere von B (also B\0B) ein Gebiet ist,

3. der Rand OB von B aus endlich vielen regularen Kurvensticken besteht.

Satz: (Eigenschaften v
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Begriffe:
Zerlegung, Feinheit, etc.

Definition: (Zerlegung, zulissige Folge von Zerlegungen)

Definition: (Durchmeser einer Punktmenge) Eine Zerlegung Z eines reguliren Bereiches I3 einer Punktmenge C' sei gegeben

Der Durchmesser einer Punktmenge C sei gegeben durch durch eine Familie {B, : j = I....,n} von reguliren Teilbereichen B, C B mit
folgenden Eigenschaften:
diam(C) := sup{|x — y| : x,y € C}. 1. UL, B, - B,

2. Fur i # j ist B; N B; eine Nullmenge

e f th I von M
Bemerkung: Es gilt Die F

einheit A(Z) einer Zerlegung Z ist definiert durch
M {(z.y):0<r<a,0<y<bhab>0}C R und 8(Z) = max{diam(B,): j=1,....n}.
N {{(z,y):0<zr<a0<y<bab>0} Eine Folge {Zy) von Zerlegungen heiBt zulassig, wenn gilt
haben denselben Durchmesser diam(M) = diam(N) = va® + b° kh‘)-!l,n[é") =0.

Satz: (Konvergenz der Folge der Riemannschen Zwischensummen)

Definition: (Ri he Zwisch )

e Ist j auf einem regularen Bereich beschrankt und (moglicherweise mit Aus- Sei fi —+ I eine bachr'énkt:Funk\ion. sei ,Z ={B;:j=1,..., n) cine
nahme einer Nullmenge) stetig, so konvergiert die Folge der Riemannschen Zerlegung von BB und x; € B; beliebige Punkte (Zwischenpunkte).
Zwischensummen (S(f. Z:.}} fir jede zulissige Folge von Zerlegungen (7} Dann ist die Riemannsche Zwischensumme von f beziiglich der
und jede Wahl der Zwischenpunkte x;. Zerlegung Z und der Zwischenpunkte x; gegeben durch

o Der Grenzwert  ist bhangig von der speziellen Wahl der zulissigen Folge SU/,2) = Z/(x,JF(B,).

von Zerlegungen (7, und von der Wah! der Zwischenpunkte, =)



Definition: (Durchmesser einer Punktmenge)
Der Durchmesser einer Punktmenge C sei gegeben durch

diam(C) :=sup{|x —y| : x,y € C}.

Bemerkung: Es gilt:

M = {(z,9):0<2<a,0<y<b,a,b>0}CcR?* und
N = {(z,y):0<zx<a,0<y<b,ya,b>0}

haben denselben Durchmesser diam(M) = diam(NN) = v/a? + b2.



Definition: (Zerlegung, zulassige Folge von Zerlegungen)
Eine Zerlegung Z eines regularen Bereiches B einer Punktmenge C' sei gegeben
durch eine Familie {B; : j = 1,...,n} von regularen Teilbereichen B; C B mit

folgenden Eigenschaften:
1. U?=1 B; = B,
2. Fur i # jist B; N B, eine Nullmenge.

Die Feinheit §(Z) einer Zerlegung Z ist definiert durch

0(Z) := max{diam(B;) : j =1,...
Eine Folge (Z1) von Zerlegungen heiBt zulassig, wenn gilt

lim 5(Zk) = 0.
k—o0



Definition: (Riemannsche Zwischensumme)

Sei fp — R eine beschrankte Funktion, sei Z ={B; : j=1,...,n} eine
Zerlegung von B und x; € B, beliebige Punkte (Zwischenpunkte).

Dann ist die Riemannsche Zwischensumme von f bezuglich der
Lerlegung Z und der Zwischenpunkte x; gegeben durch

S(f,Z) = Zf(Xj)F(Bj)-



Satz: (Konvergenz der Folge der Riemannschen Zwischensummen)

e Ist f auf einem regularen Bereich beschrankt und (moglicherweise mit Aus-
nahme einer Nullmenge) stetig, so konvergiert die Folge der Riemannschen
Zwischensummen (S(f, Zy)) fur jede zulassige Folge von Zerlegungen (Zj)
und jede Wahl der Zwischenpunkte x;.

e Der Grenzwert I ist unabhangig von der speziellen Wahl der zulassigen Folge
von Zerlegungen (Z;) und von der Wahl der Zwischenpunkte.



Riemannsches
Fldachenintegral

Definition: (Ri hes Flacheni 1)

e Sei f auf einem reguldren Bereich B C R? definiert und beschrinkt. Dann
heiBt f uber B im Riemannschen Sinn integrierbar, wenn die Folge der Rie-
mannschen Zwischensummen (S(f, Z,)) fir jede zulassige Folge von Zer-
legungen ((Z)) und jede Wahl der Zwischenpunkte x; gegen denselben Gren-
zwert I konvergiert.

Der G t I heiBt Rier hes Flachenintegral der Funktion f iiber
dem Bereich B und man schreibt:

[rae=[ e ar= [ ey deiy=1.

Bemerkung

Satz: {Flichen nhall und Volumen)
o Uber

R? mit Parallelen
v. k, Rtj bezeichne

Flichenintegra

(Giteerlini n im Abstand h
die Teilbereich

1 ler 2 © 132 reguliirer Bereich. so gift:

o Eine Zerlegung der inneren Teilbereiche ist dann 2' = [§t; - i, © . ; )
BB =L, ) ’ g | rar
J . 7 du

o Jeder Teilbereich i¢; hat den Flicheninhalt F'{13; hk

2 st fiz,wl 2 0 fir fzoy) © I und stetig, so beschreibt
o Bilde die innere Zwischensumme 5°( . Z°):

S 2= Y S )F(R) zine Tellmenge ces & Das Volumen VK] von & ist cann definiert

 Man kann zaigon

ViKY _j § A
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von Z' und x,

Satz: (Eigenschaften des Riemannschen Flachenintegrals)

Scien f,g zwei auf B definierte beschrankte und auf B (evtl. mit Ausnahme auf
eciner Nullmenge) stetige Funktionen, sei & € B, Dann gelten die folgenden Aus-
sagen

- Additivitat: [, (f +g) dF = [, [ dF + [, g dF.
2. Homogenitit: [, af dF = a [ f dF.
. Monotonie: Aus f < g folgt [, f dF < [, g dF.

-

> w

Bereichsadditivitat: Falls 3, und B, Bereiche mit B, UB; = B und F(B, N

By) =0, dann gilt
/H‘Idfw‘/;’]‘dl“-jnfdl".

Mittehvwertsatz: Ist B regulirer Bereich und f : B — R stetig, so gibt es
x* € B mit

o

/ §dF = f(x")F(B).
u
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Definition: (Riemannsches Flachenintegral)

e Sei f auf einem regularen Bereich B C R? definiert und beschrankt. Dann
heiBt f liber B im Riemannschen Sinn integrierbar, wenn die Folge der Rie-
mannschen Zwischensummen (S(f, Zx)) fiir jede zuldssige Folge von Zer-
legungen ((Zx)) und jede Wahl der Zwischenpunkte x; gegen denselben Gren-
zwert I konvergiert.

e Der Grenzwert I heiBt Riemnannsches Flachenintegral der Funktion f uber
dem Bereich B und man schreibt:

/deszBf(x,y) sz/Bf(a:,y) dzdy = 1.

Satz: (Flacheninhalt und V«



Bemerkung:

Uberziehe fiir die Berechnung von Flichenintegralen den R? mit Parallelen
(Gitterlinien) zu den Koordinatenachsen im Abstand h bzw. k, R, bezeichne
die Teilbereiche (Maschen).

Eine Zerlegung der inneren Teilbereiche ist dann Z' = {R; : R; C B
0B,j=1,...,m}.

Jeder Teilbereich R; hat den Flacheninhalt F'(B;) = hk.

Bilde die innere Zwischensumme S’(f, Z'):

m m

S'(f,2") =) fx;)F(R;) =hk) f(x;), x;€R;.

J=1 J=1

Man kann zeigen, dass S’(f,Z") — I fir § = Vh? + k2 — 0 fur jede Wahl
von Z' und x;.

Satz: (Eigenschaften des Ric

Seien f . a 7wei anf B definie



Satz: (Flacheninhalt und Volumen)

1. Ist B C R? regularer Bereich, so gilt:
_HB%:/ldF
B

2. Ist f(z,y) >0 fir (z,y)' € B und stetig, so beschreibt
K ={z,y,2) : (z,y)' € B,0<2< f(z,9)}

eine Teilmenge des R® Das Volumen V(K) von K ist dann definiert:

./de

VA | . AN _l.___. _..C
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Satz: (Eigenschaften des Riemannschen Flachenintegrals)

Seien f,g zwei auf B definierte beschrankte und auf B (evtl. mit Ausnahme auf
einer Nullmenge) stetige Funktionen, sei @ € R. Dann gelten die folgenden Aus-
sagen

1. Additivitat: [,(f+g) dF = [, f dF + [; g dF.
Homogenitat: [, af dF = o [, f dF.
Monotonie: Aus f < g folgt [, f dF < [ g dF.

>~ 0 BN

Bereichsadditivitat: Falls By und By Bereiche mit By U By = B und F(By N
Bs) = 0, dann gilt

f dF + de:/de.
B, B B

5. Mittelwertsatz: Ist B regularer Bereich und f : B — R stetig, so gibt es
x* € B mit

| £dF = 1)F(B).
B



Normalbereiche

Ziel: Berechnung von Flachenintegralen
Idee: Versuche die Berechnung auf ein-di

ionale Berech zuriick zu fithren!

Beobachtung: Einfachste Form eines Bereiches
B =[] % [e,d] = a <o e <y < d)
Definition: {Normaloereiche)
e Ein Bereich By © E* heiBt Normalbereich vem Typ 1. wenn es ¢in abgeschlossenes Satz: (Flachenintegral iiber Rechteckbereich)
Intervall (0.5 und zwei stetig diff‘bare Funktionen g, 4 fo, b0 — I gibt mit Wenn 3 . 5] % [e;,d] ein Rechteck und § : 7 > [% stetige (beschrénkte) Funktion
i . ist, so gilt:
wle) = hle) Ve € [ b und By ={ir) ' cw g et i) £ v 2 ek A
. ] it [ gt
« Ein Bersich B C E? neifit Normalbereich vom Typ 2. wenn es ein abgeschlossenes jH fdr —[ / Flaey) 'I.U] da: — j [/ JIER7)] (1\"’] dy.
Intervall Te.e und zwei stetig dill’bare Funktionen g, & : fe.odl — I gibl mit v ' ¥ o
Sy & o] und 1=l a) vy £ [ed]e(yl = )
Notation:
. Schreibe -
¢ o [ e o pd
: o / [ [ T dy| de= [ / Tl gl
. T : B “Integration von innen nach zufen”.

Satz: (Flichenintegral iiber Normalbereich)

1. Sei B={(x,u)' 17 € o,bl.glz) <y < hir)} ein Normalbereich vom Typ
1und f: B - R stetige (beschrankte) Funktion ist, so gilt:

. b Alr)
j JdF = [ / Sl ) dud.
u a Jglx)

f,, faF= Lf,, i dF 2. 5¢ B = {(x.t)" : y € |e.d]. () < = < hiy)} &in Normalbereich vom Typ
e 2 und [ : B — R stetige (beschrankte) Funktion ist, so gilt:

d iy
[ JdF = j / 1z, 1) dedy.
o e Joly)

Corollar: {Flichenntezeal uber Vercinigung won Normalsereichen)

Sei Lf 2in Bareich. der sich als engliche Vercinigung £ l_,"f_1 Af; won Nermalbere-
ichen 1; des Typs 1 oder 2 darstellen lisse (fir ¢ 2 § gelte § (8, 7 850 = 1), Dann
gilt Tr J: B — R stetige (beschrinale} Funili




Normalbereiche

Ziel: Berechnung von Flachenintegralen
Idee: Versuche die Berechnung auf ein-dimensionale Berechnungen zuruck zu fuhren!

Beobachtung: Einfachste Form eines Bereiches:

B =[a,b] x [c,d] = {/z,y)" :a <z <b,c<y<d}



Definition: (Normalbereiche)

e Ein Bereich B; C R? heiBt Normalbereich vom Typ 1, wenn es ein abgeschlossenes
Intervall [a, b] und zwei stetig diff’bare Funktionen g, h : [a,b] — R gibt mit

g(z) < h(z) Vz € [a,b], und By ={(z,y)' : 2z €a,b],g9(z) <y < h(z)}.

e Ein Bereich By C R? heiBt Normalbereich vom Typ 2, wenn es ein abgeschlossenes
Intervall [c, d] und zwei stetig diff'bare Funktionen g, h : [c,d] — R gibt mit

9(y) < h(y) Yy € [c,d], und By ={(z,y)' :y € [c,d],g(y) <z < h(y)}.







Satz: (Flachenintegral iiber Rechteckbereich)
Wenn B = [a, b] X [c, d] ein Rechteck und f : B — R stetige (beschrankte) Funktion
ist, so gilt:

fdF = b df(fv,y)dy dx = d bf(fv,y)d:v dy.
IRESIAT) [

Notation:
Schreibe

/ab [/cdf(:c,y) dy] dx:/ab/cdf(a:,y) dyda:

“Integration von innen nach auBen”.



“Integration von innen nach auBen™.

Satz: (Flachenintegral liber Normalbereich)

1. Sei B={(z,y)" : 2 € [a,b],g(x) <y < h(x)} ein Normalbereich vom Typ
1 und f: B — R stetige (beschrankte) Funktion ist, so gilt:

h(ac)
/de / / f(z,y) dydz.
g9()

2. Sei B={(z,y)" :y € le,d],g(y) <z < h(y)} ein Normalbereich vom Typ
2 und f: B — R stetige (beschrankte) Funktion ist, so gilt:

h(y)
/de / / f(z,y) dxdy.
9(y)



Corollar: (Flachenintegral tber Vereinigung von Normalbereichen)

Sei B ein Bereich, der sich als endliche Vereinigung B = U§:1 B; von Normalbere-
ichen B, des Typs 1 oder 2 darstellen lasst (fiir i # j gelte F(B;NB;) =0). Dann
gilt fir f : B — R stetige (beschrankte) Funktion:

/deF:g/Bj”F'
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Begriffe:
Zerlegung, Feinheit, etc.




