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Berechnung der Stammfunktion, Vektorpotential



Erinnerung

Satz: (Erster Hauptsatz fiir Potentialfelder)
Sei I © " ein Gebiet und v : D) — " ein Potentialfeld mit Stammfunktion f.
d.h. grad S = v. Dann gilt fir jede in 2 verlaufende Kurve = : [t f] > B®

[veas = st s

Satz: (Kurvenintegrale und Potentialfelder)
Sei D C B ein Gebiet, 7 : [t4,t.] — R eine Kurve in D und v : D — B" ein
stetiges Vektorfeld. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

1. Wegunabhangigkeit des Kurvenintegrals: Fir alle Kurven 4 hangt ]_7 v-ds
nur vom Anfangs- und Endpunkt der Kurve ab.

2. Fiir alle geschlossenen Kurven (d.h. ~(L,) = ~(i.)) ist fw v-ds=10.

3. v ist ein Potentialfeld.

Satz: (zweiter Hauptsatz fiir Potentialfelder)
Sei D C R™ ein einfach zusammenhangendes Gebiet (n > 2) und v : D — R™ ein
stetig differenzierbares Vektorfeld.
Dann ist v genau dann ein Potentialfeld, wenn die Jacobi-Matrix J,(x) fir alle
X & 1) symmetrisch ist

Jo{x) = L(x)".
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Satz: (Erster Hauptsatz fiir Potentialfelder)
Sei D C R™ ein Gebiet und v : D — R" ein Potentialfeld mit Stammfunktion f,
d.h. gradf = v. Dann gilt fiir jede in D verlaufende Kurve v : [tq,tc] — R"

/ v-ds = f(1(t)) — F(1(ta)).



Satz: (Kurvenintegrale und Potentialfelder)

Sei D C R"™ ein Gebiet, v : [ty,te] — R™ eine Kurve in D und v : D — R" ein
stetiges Vektorfeld. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

1. Wegunabhangigkeit des Kurvenintegrals: Fur alle Kurven v hangt f,yv - ds
nur vom Anfangs- und Endpunkt der Kurve ab.

2. Fiir alle geschlossenen Kurven (d.h. y(t,) = y(t.)) ist ¢, v-ds=0.

3. v ist ein Potentialfeld.



Satz: (zweiter Hauptsatz fiir Potentialfelder)

Sei D C R™ ein einfach zusammenhangendes Gebiet (n > 2) und v : D — R" ein
stetig differenzierbares Vektorfeld.

Dann ist v genau dann ein Potentialfeld, wenn die Jacobi-Matrix J, (x) fur alle

X € D symmetrisch ist
Jo(x) = Jy(x)".



Berechnung
der Stammfunktion

Motivation: (Stammfunktion)

o Kenntnis der Stammfunktion ist praktisch

o Auswertung des Integrals liber Kurvenelement

o Ziel: Berechnungsmethode fiir die Stammfunktion!

Z g: {Ansat hade]

Verwende den Ansatz:

AERTEY
aradfizn 2l = | f; 1] = vizaz)
[BENTE

1. Integriere (.. nach w, erhalle F. mit unbek Ciy, 2l bhingig von .

2. Differenziere I, partiell nach i und vergleiche mit f,. Crhalte /7, mit un-
bekannter D{z} unabhangig von « und y.

3. Differenziere &, partiell nach = und Vergleiche mit f.. Damit kann 1).{z)
bestimmt werden, so dass mittels Integration von {2;1<) die Stammfunktion
#' bestimmt werden kann.

Methode: (Methode mit dem Kurveni )
Verwende den Ansatz:

/(x):[ v-ds.

v« ist dabei ein beliebiger in D liegender Polyg g. der xy mit x verbindet.

Idee: Finde 4, und x, so, dass sich das Integral leicht berechnen lasst. Mit
Ta(t) =Xo +1{(x—xg), t€]0,1],

#ilt es das Integral

1
j(x)=/ vixp + t(x = xp)) - (x = xg) ddt

zu berechnen e
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Motivation: (Stammfunktion)
e Kenntnis der Stammfunktion ist praktisch

e Auswertung des Integrals uber Kurvenelement

e Ziel: Berechnungsmethode fur die Stammfunktion!

1




Zusammenfassung: (Ansatzmethode)
Verwende den Ansatz:

fz(2,y,2)
gradf(z,y,2) = | fy(z,y,2) | = v(z,y,2).
f2(z,y,2)

1. Integriere f, nach z, erhalte F, mit unbekannter C(y, z) unabhangig von .

2. Differenziere F), partiell nach y und vergleiche mit f,. Erhalte F;, mit un-
bekannter D(z) unabhangig von x und .

3. Differenziere F), partiell nach z und Vergleiche mit f,. Damit kann D,(2)
bestimmt werden, so dass mittels Integration von D,(z) die Stammfunktion
F' bestimmt werden kann.



Methode: (Methode mit dem Kurvenintegral)
Verwende den Ansatz:

f(X)=/wv-dS.

v Ist dabei ein beliebiger in D liegender Polygonzug, der xg mit x verbindet.

Idee: Finde v, und x( so, dass sich das Integral leicht berechnen lasst. Mit
Yz (t) = X0 + t(x — xg), t€][0,1],
gilt es das Integral

f(x) = /0 v(xp + t(x — xg)) - (x —xq) dt

zu berechnen.



Vektorpotential

Erinnerung:

o Kriterium fiir Potentialfeldeigenschaft: rotv = 0.

Folgt aus rot(grada) = 0

o Wir hatten gesehen div(rotw) = 0 fiir Vektorfeld w.

o Falls es zu gegebenem Vektorfeld v ein Vektorfeld w gibt mit v = rotw, so

gilt notwendigerweise

Definition: (Vektorpotential)
Seiv: D = B D C B* gegeben. FExistiert ein differenzierbares Vektorfeld
w:E = B mit

¥ ool w,

50 heift w Vektorpatantial von v.

divy = 0.

Satz: (Kriterium fiir die Exi eines Vektorp ials)
Sei v : D — R%, D C R? ein differenzierbares Vektorfeld und D eine offene konvexe
Menge. Dann existiert ein Vektorpotential w mit v = rot w genau dann, wenn gilt

divv=0.

Forderung an D), dass sich um ein

Bemerkung: Es reicht a

nmenhéngendes Gebiet

Bemerkungen: [Analog # 2 skaliren Patentizlen)

® Ssalare Patentia @ kanrten (i

auf anditive Konstarte) mtrols Ansatzmeen

ode eder Kurverintegral-Methode besechnet werden.

o Hat man rin Vektorpotontial wg won v (v

Totwq ) und ist v, Potentia feld,

50 ist w = wi, — w auch Vektorpotent al von v, dean
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Erinnerung:

e Kriterium fur Potentialfeldeigenschaft: rotv = 0.
Folgt aus rot(grad¢) = 0.

e Wir hatten gesehen div(rotw) = 0 fir Vektorfeld w.

e Falls es zu gegebenem Vektorfeld v ein Vektorfeld w gibt mit v = rotw, so

gilt notwendigerweise
divv = 0.



Definition: (Vektorpotential)
Sei v : D — R3, D C R3 gegeben. Existiert ein differenzierbares Vektorfeld

w: R3 — R3 mit
vV =rot w,

so heiBt w Vektorpotential von v.



Satz: (Kriterium fiir die Existenz eines Vektorpotentials)
Seiv:D — R3, D C R3 ein differenzierbares Vektorfeld und D eine offene konvexe
Menge. Dann existiert ein Vektorpotential w mit v = rot w genau dann, wenn gilt

div v = 0.



Bemerkungen: (Analogie zu skalaren Potentialen)

e Skalare Potentiale konnten (bis auf additive Konstante) mittels Ansatzmeth-
ode oder Kurvenintegral-Methode berechnet werden.

e Hat man ein Vektorpotential wy von v (v = rotwg) und ist wy Potentialfeld,
so ist w = wg + wq auch Vektorpotential von v, denn

v =rot w = rot wg 4+ rot w; = rot wy,

da rot w; = 0 fur Potentialfeld.

e Fazit: Vektorpotentiale sind nur bis auf Potentialfelder eindeutig.

e Potentialfelder sind bei Vektorfeldern etwa das, was Konstanten bei skalaren

©

Potentialen sind.




Einfdhrung in Integration
tiber Flachen/Volumen

Putiativn:
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Definition (Flacheainnale, Jordan-lnhalt)
» W nennen BT Tnneren Inbalt une Fol A8 Guleren Innalt von M
Definition: (Kepulirer Hersich) » Die Menge 2 heidt Jordan-nessbar, falls F{M = F a0

Eine beschrdnkte Menge B ¢ B.* heillt regulirer Bereich, vienn = In dem Fall wird der Jordan-lnnall bew. Ficheninhalt von A definiert als

L. 7 abgescalessen ist,

F(M) = FiM)= F, M.
2. das ‘nnere won 2 {alsc 24892 ein Gebiet ist.
® Fiir dic e Menge & setzen wir S0} 0

3. der Rand JF von 7 aus endlich vielen ragy 3ren Kurvenstiicken besten:.
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Motivation:

e Problemstellung: Berechne Masse in Korper, mit heterogener Dichte.

e Beispiel: K = K; U K>, habe Volumen 20m3, K; und K, seien jeweils
von halbem Volumen von K. Seien pg, = 1000-%; und pg, = 3000-%; die
Dichten. Dann ist die Gesamtmasse M::

M = 10m® - 1000 + 10m* - 30002, = 40.000g.
m m

Hier war die Dichtefunktion sehr einfach:

(x) = { 10008, fiir x € K,
PREI= 3000-%, fiir x € Ko.

e Frage: Was ist, wenn p(x) sehr kompliziert?

e Antwort: Integration!

Aufgabe: Betrachte nun zunachst: Flacheninhalte ebener Flachen



Aufgabe: E

Vorbemerkungen:

e Wir wissen: Fliache eines Rechtecks im R? mit Seitenlangen a und b: F =
a-b.

e ldee: Uberziehe beliebiges Gebiet M mit immer feinmaschigeren Gittern und
fuhre Grenzubergang durch.

T I
X, X,#a X




-lachen

Gitter:
]
e Sei M C R?. /
. \
e Uberziehe R? mit Gitter der Maschenweite h = 2—,’5}1 mit hg > 0 fest und / \
k=1,2,... M
.. . . 2 h2 . . /
e Flacheninhalte der Gitterzellen: f, = h* = 5% fur Verfeinerung k. /
N
e Flacheninhalt von M wird angenahert durch die Summe s (M) der Flachen \ ,/
der Gitterzellen in M (bzw. Si(M) der Gitterzellen mit mindestens einem
Punkt in M).
e Esgilt: Y
sk(M) < sg41(M) < Sp1(M) < Sp(M). //’ N
e Damit ist die Folge (sx(M))r monoton wachsend und nach oben beschrankt, / \
(Sk(M))y ist monoton fallend nach unten beschrankt. [ M )
e Es existieren die Grenzwerte \ //J

F(M) := lim si(M) undF,(M):= lim S.(M) NS /




Definition: (Flacheninhalt, Jordan-Inhalt)
e Wir nennen F;(M) inneren Inhalt und F,(M) auBeren Inhalt von M.
e Die Menge M heiBt Jordan-messbar, falls F;(M) = F,(M).

e In dem Fall wird der Jordan-Inhalt bzw. Flacheninhalt von M definiert als

F(M) = F;(M) = F,(M).

e Fiir die leere Menge () setzen wir F'(()) = 0.

e Eine Jordan-messbare Menge N mit F'(IN) = 0 heiBt Jordan-Nullmenge.



Satz: (Eigenschaften von messbaren Mengen und Jordan-Inhalt)
1. Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.

2. Die beschrinkte Menge M C R? ist genau dann messbar, wenn der Rand
OM von M messbar ist und F(OM) = 0 gilt.

. Jedes regulare Kurvenstiick im R? ist eine Nullmenge.

W

Durchschnitt und Vereinigung zweier messbarer Mengen sind wieder messbar.

O

. Wenn M und N messbar sind, dann auch M\N.

6. Wenn M und N messbar sind und M C N, dann gilt F(M) < F(N)
(Monotonie).

7. Wenn M und N messbar sind und M NN = (), dann gilt F(M UN) =
F(M) + F(N) (Additivitat).



Definition: (Regularer Bereich)
Eine beschrankte Menge B C R? heiBt regularer Bereich, wenn

1. B abgeschlossen ist,

2. das innere von B (also B\0B) ein Gebiet ist,

3. der Rand 0B von B aus endlich vielen regularen Kurvenstiicken besteht.

Satz: (Eigenschaften v

1 - "1



Erinnerung

Berechnung Einfiihrung in Integration
der Stammfunktion iiber Flichen/Volumen
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Vektorpotential




