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Einfuhrung in Vektoranalysis



Motivation

Ozonabbau in der Arktis

Gegeben: Wind Feld (Arctische Stratosphere ca. 18 km Hohe)

At e s edumses

Notation: (Vektorfeld/Skalarfe/d)
Im folgenden beseichne < XY — B, reellw
Line vektonwertige Abbildung v : X™ — E”

tige Abbildung, ein Skalarfeld
wird Vektorfeld genannt.

Skalarfeld Vektorfeld



Ozonabbau In der Arktis

Gegeben: Wind Feld (Arctische Stratosphere ca. 18 km Hohe)
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PLOT: sesl-Lagr. trajectories te) Jagrn Bablwens, 19938



Transport eines ozonarmen Luftpakets

FLOF: tracer warioble {e)  Jarn Bebrens, 1999



FLOF: tracer wvarioble el Jdarn Gelvwens. 1993



Notation: (Vektorfeld/Skalarfeld)

Im folgenden bezeichne ¢ : R™ — R, reellwertige Abbildung, ein Skalarfeld.
Eine vektorwertige Abbildung v : R™ — R™ wird Vektorfeld genannt.




Skalarfeld ektorfeld



Begriffe und Definitionen

Verbamorkungen
 Betrachte im Folganden Setarteicer 9 and Vekaorfelser v
© S6 D C R" oflene 2sanmehingsnce Wengs
® R" beesiche die Aatesachen Keoufinaten

* Arnabre: e angegebones partiies Aslstusgen existieres und sind ety

Notationen: (Ararndiag auf Vactzefe dar)
Die Dp=eloren ek und A waren Lo Saslarfelos o oelmer.
w o= zvsimal statiz perdell ditf kares Lng v stetig partizl di

L=le. vereinbare fur
baves Vektortzd:

* Arsending des Laplacs Opermsan:

Aw =

« Amwendung des Operzsos w - ¥

e =

Definit
Se v

2w

Delinition: [Hotative)

ensonalen Vektarfeloes v ardres dem Vektofeld
o

pENAANL Rotaion oss drendi
dhas Mealanlul aly - 07— =

Delinition. (Gragient des Salarfeldes)
S60i D~ R D CR". stetig partied & bares Sholarfeld. Donn ondnet der
Operator grad, definiart durch

D -+ R 2u. Der Vabtor grado heibt

&
gl = (

dom Skatarfeld ¢ das Viekterfeld grado
Gradiert ven &

Delinition: |Lap 2ze Operater]
S g di =& DO RY zesimal stetis partel oilbores S arfed
Der Laplace Operatar A definiert du~ch

a¢

iiv

o]

Ad:

e

crdrer dem Skalarfeld ¢ das Skalafad A4: 0 R

jom: (Dergenz)
D+ R, D c R, stetig partiel 6T bares Vektorfeld

Dear Operator div. defimert durch

divy i =

F A ™Y

genannt Divergenz von v, ordnet dem Vektorfeld v das Skalarfeld divy : D — B



Vorbemerkungen:

e Betrachte im Folgenden Skalarfelder ¢ und Vektorfelder v.
e Sei D C R™ offene zusammenhangende Menge.

e [R™ bezeichne die kartesischen Koordinaten.

e Annahme: die angegebenen partiellen Ableitungen existieren und sind stetig.



Definition: (Gradient des Skalarfeldes)
Sei ¢ : D — R, D C R", stetig partiell diff'bares Skalarfeld. Dann ordnet der

Operator grad, definiert durch

09

8331

gradg = :

94

Oxn
dem Skalarfeld ¢ das Vektorfeld grade¢ : D — R™ zu. Der Vektor grad¢ heiBt
Gradient von ¢.



Definition: (Laplace-Operator)
Sei ¢ : D — R, D C R™, zweimal stetig partiell diff’'bares Skalarfeld.
Der Laplace-Operator A, definiert durch

0°¢ 0%¢
A(b.—a—m%—l-'“—F@

ordnet dem Skalarfeld ¢ das Skalarfeld A¢ : D — R zu.



Definition: (Divergenz)
Seiv:D — R"™ D C R", stetig partiell diff’'bares Vektorfeld.
Der Operator div, definiert durch

8?)1 (%n

divv i= — 4 -+ -+ —2
Y 83:1+ ox,,

genannt Divergenz von v, ordnet dem Vektorfeld v das Skalarfeld divv : D — R
Zu.



Definition: (Rotation)
Sei v: D — R3, D C R3, stetig partiell diff'bares Vektorfeld.

Der Operator rot, definiert durch

6'03 _ 61)2

. v1 __ Ovg

I‘OtV « 83:3 aml
3’02 _ 6v1

0z Oxo

genannt Rotation des dreidimensionalen Vektorfeldes v, ordnet dem Vektorfeld v
das Vektorfeld rotv : D — R? zu.



Bemerkungen: (V-Operator)

e Wir konnen den Nabla-Operator V als symbolischen Vektor auffassen:

B A S I
T V0 Oz, M Oxy "0z,
e Symbolische Multiplikation von ¥V mit ¢ ergibt
0 7]
Vo=|leg—+--+e, ¢ = grado.
al‘l 8:5.,‘

Die (symbolische) Skalarmultiplikation des Vektors ¥V mit einem Vektorfeld v
fuhrt auf
d

d
Vv = (elafh+---+enﬁ> - (v1€1 + -+ vnen)

aﬂ+ 4 Ovn = divv
Oz, oz, )

SchlieBlich fithrt das (symbolische) Kreuzprodukt von V¥ bin einem Vektorfeld
v: R — R3 auf

a .. ..
3:,52 U3 3:/.)'3 V2
— G ) C - .
Vxv= 8 V1 " B Vs | = rotv.

Alternativ gilt:

€] €9 €3
fe) a a

S el o, o N (o, 0 Y.,
Oz dxa dxa - 1 81;2 1 81;3 2 2 83:3 2 8171 3 3

(254 U V3
= rotv.

o V2T 5 V1
da:l d;rg

)



Notationen: (Anwendung auf Vektorfelder)
Die Operatoren grad und A waren fur Skalarfelder ¢ definiert. Jetzt vereinbare fur
w ein zweimal stetig partiell diff’'bares und v stetig partiell diff'bares Vektorfeld:

e Anwendung des Laplace-Operators:

Awl
Aw = :
Aw,,
e Anwendung des Operators w - V:
(w- V),
w-Vyv=|
(w - V),

Bemerkungen: (V-Operator)



Rechenregeln

Vorbemerkungen:

o Falls & D — R D e R zweimal stet 2 part 2l diff'bares Skala-felo. Sei
v =grwde en Vekereld Dann kann man die Jacobi-Matr x Jy bilden.

in zwx mal stet g 4if ares Vektared (M2 5 rar vervandat wird, azamen wirs — 5
an} Dunr geltsn ¢ e Rezen

SXD X} 1 {Satz van Schuszrz)

3
Tty

Beobachtung: Die Jocobi Marix vor v = -
wan .

g ist g eich der Hesee Matris

» Vernande den Bagr(T der Sour der Malrx A, Spauidl == oy 4 eus 4w
Dann gil.

B ollweay] = prsufdiow) = 3w

Add— Sperfdgex

Vereinfachung der Schreibweise

Beispiel: Navier-St

kes Gleichungen

bl
.w_: i Ty = —grado— diviingred v, divy =0




Vorbemerkungen:

e Falls p : D — R, D € R?, zweimal stetig partiell diff'bares Skalarfeld. Sei
v = grad¢ ein Vektorfeld. Dann kann man die Jacobi-Matrix J, bilden:

92 &% ¢ 9%¢

Ox? 0x10x2  Ox10z3

_ _ | 9 & 3¢

JV(X) — Jgrad¢(x) — | 0x50z; ox3 Ox20x3
924 o) 8%¢
Ox30x, O0x30x2 axg

Beobachtung: Die Jacobi-Matrix von v = grad¢ ist gleich der Hesse-Matrix
von @.

e Verwende den Begriff der Spur der Matrix A: Spur(A) := a11 + a2y + ass.

Dann gilt
A¢ = Spur(Jgraae(x))



Rechenregeln:

Sei o : D — R, D € R", ein zweimal stetig diff'bares Skalarfeld und v : D — R"
ein zweimal stetig diff'bares Vektorfeld (Falls rot verwendet wird, nehmen wir n = 3
an). Dann gelten die Regeln

1. rot(gradg) = 0 (Satz von Schwarz)
div(rotv) =

div(grade) =
div(¢v) = grad - v + ¢divv
rot(¢v) = gradé x v + ¢(rotv)
(

ot(rotv) = grad(divv) — Av

.O‘.WP.‘*’!\J



Vereinfachung der Schreibweise

Beispiel: Navier-Stokes Gleichungen
ov

6.’23 N

5 + (v-V)v = —gradp+div (vgradv), divv=0
v + v Ovs +v Oy +v vl =
ot " 'oxy | 0my | Omz
Oop 0 , Oun 0 oy 0 , Ov;
_31?1 + 8:171 Va.L'l) + 6:1’:2 (Va.’lrz + 8.’1:3 Va.’l,'g
6’02 n 8 () n 8’02 n % o
ot " or, T Poxe " Poxs Ouy | Ovy | Dug
B op 0 , Ovg 0 Ovg 0 , Ovg 0r; Oz
T PGl et il Gl e el o G
8’03 1 8’03 1 8’03 1 8’03 o
ot " 'oxy | 0my | Oms
op 0 , Ovs 0 Ovs 0 , Ovs
_31‘3 + 6.’131 (Valltl ) N 61:2 VaiL‘g + 6:133 Va.’lrg
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