Analysis Il

Winter 2017/2018

mit

Kai Roffiee

Extrema mit Nebenbedingungen
Ausgleichsrechnung



Erinnerung:
Extremalaufgaben
(ohne Nebenbedingungen)

Definition: (lokale/relative Extrema)
Sei f: DR, DCR" xq e D mit Ungebung U von xq.

o Falls
S(x) < f(xq) firallex e UND,x# Xo,

50 ist X, lokale oder relative Maximalstelle von f und f besitzt ein lokales
oder relatives Maximum.

® Gilt in der obigen Ungleichung f(x) < f(xp), so heiBt xq echte lokale Maxi-
malstelle von f.

o Gilt entsprechend f(x) > f{Xq) bzw. f(x) > f(xp). so heiBt xo (echte)
lokale Minimalstelle von f und die Funktion nimmt ein Minimum an.

® Allgemein spricht man von Extremalstellen bzw. Extrema

Satz: (Hinreichende Bedingung fiir Extrema)

Sei f D — IR, D c R™ zweimal Stetig diff'bar. Satz: (Nog;endige Bedingung fiir Extrema)
. . 7 — Ist xp &= lokale Cxtremalstelle einer partiell diff'baren Funktion § : 1 — R,
Dann ist xq € D mit f(x0)=0 D OB s git
flixg) =0.

1. echte lokale Maximalstelle, falls (z - V)2 f(xq) < 0,

Bemerkungen:

2. echte lokale Minimalstelle. falls (Z . V)zf(X[)) > 0, e f'Ixy) = 0 bedeutet. dass alle partiellen Ableitungen von f verschwinden.

fiir alle z € IR‘", 2 % 0. o D bezeichnet die inneren Punkte von D.



Definition: (lokale/relative Extrema)
Sei f: D — R, DCR" xg€ D mit Ungebung U von xg.

o Falls
f(x) < f(xo) furallexeUnND,x# xo,

so ist xg lokale oder relative Maximalstelle von f und f besitzt ein lokales
oder relatives Maximum.

e Gilt in der obigen Ungleichung f(x) < f(x¢), so heiBt xq echte lokale Maxi-
malstelle von f.

e Gilt entsprechend f(x) > f(xg) bzw. f(x) > f(xg), so heiBt xq (echte)
lokale Minimalstelle von f und die Funktion nimmt ein Minimum an.

e Allgemein spricht man von Extremalstellen bzw. Extrema.

1g flir Extrema)

mal ctetio diff'har Cntee [(Nlmteeomadimom Dadieernn e £ Coton



-unktion nimmt ein Minimum an.

Istellen bzw. Extrema.

Satz: (Notwendige Bedingung fiir Extrema)

Ist xg € D lokale Extremalstelle einer partiell diff'baren Funktion f : D — R,
D C R", so gilt
f,(XO) = 0.

Bemerkungen:

e f/(xg9) = 0 bedeutet, dass alle partiellen Ableitungen von f verschwinden.

o) . .
e /) bezeichnet die inneren Punkte von D.



IOKale IVIinimalstelle von J undad dig¢

e Allgemein spricht man von Extren

Satz: (Hinreichende Bedingung fiir Extrema)
Sei f: D — R, DCR"™ zweimal stetig diff'bar.

Dann ist xy € D mit fl(x9) =0
1. echte lokale Maximalstelle, falls (z - V)? f(xq) < 0,
2. echte lokale Minimalstelle, falls (z - V)% f(xq) > 0,

fur alle z € R™, z # 0.



Extremalaufgaben
(mit Nebenbedingungen)
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Vorbemerkung: (Motivation)

e Haufig sind Extremwerte einer Funktion f gesucht, die weiteren Bedingungen
genugen, Nebenbedingungen der Form

X

h(x) = 0.

D
e Man nimmt an: (’

— f:D—Rmit DCR", o L SO
—h:D —R™ mitm < n,
— Gesucht sind dann Extremalstellen der Einschrankung f|ys von f auf

M :={xeD:h(x)=0} CD.
e Fir m < nist h(x) = 0 ein unterbestimmtes Gleichungssystem. M wird i.A.
eine Mannigfaltigkeit mit (n — m) freien Parametern sein.

e Ware n < m bestunde M i.A. nur aus einem Punkt oder ware leer, also ware
eine Extremalwertsuche sinnlos.
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Beispiel: (Graphisch)
Menge M = {x € D : h(x) =0} firn=2,m = 1.



Beispiele: (Praktisch/Anschaulich)

e Finde maximale Leistung eines Motors innerhalb eines vorgegebenen
Drehzahlbereiches.

e Finde kiirzeste Strecke einer Logistik-Kette unter der Bedingung,
dass eine bestimmte Anzahl Punkte versorgt werden.

e Finde energieeffizientesten Betriebszustand einer Verbrennung
unter der Bedingung, dass eine vorgegebene Temperatur erreicht wird.



Definition: (Maximal-/Minimalstelle)
Wie schon zuvor definieren wir: Eine lokale Maximalstelle xg von f|a ist ein Punkt

in M, zu dem eine Umgebung U C D existiert, so dass

f(x) < f(xo) VxeUnND.

Analog ist eine Minimalstelle definiert.



Satz: (Notwendige Extremalbedingung bei m Nebenbedingungen)
Seien f : D — R und h : D — R™ stetig diff'bar auf offener Menge D C R",
m < n, wobei die Jacobi-Matrix h'(x) fiir jedes x € D den Rang m hat.

Ist dann xp € D eine lokale Extremalstelle unter Nebenbedingung h(x) = 0, so
existiert dazu eine (1 x m)-Matrix L = (A1, ..., A\,,) (Zeilenvektor) mit

f'(%0) + Lh'(x0) =0 und h(xg) = 0.

Die reellen A\q, ..., A\, heiBen Lagrange-Multiplikatoren.



Bemerkungen:

e Der Satz formuliert notwendige Bedingung: Falls xy Extremum von f unter
Nebenbedingung h(x) = 0 ist, so erfiillt xo die Gleichung

F'(xq) +Lh'(xg) =0 und h(xq)=0.

e Frage: Konnen wir Extremalstellen durch Losung der Gleichung erhalten?



Idee: Mit den folgenden Vereinbarungen

I1 hl
X = , h=| ], und L=...; \n),

Tn hon
Schreibt man

of " Ohyg

— M7—=0, Vj=1

8$J(X)+Z kc‘?:cj ’ J ) y TV

k=1
und
hi(x) =0 Vj=1,...,m.

Also gibt es n + m Gleichungen fur n +m Unbekannte z1,...,Zn, A1,..., Am.
Die Losungen x = (z1,...,%,)' heiBen stationdre oder kritische Punkte und sie

sind die Kandidaten fur Extremalstellen.



Satz: (Notwendige Extremalbedingung bei einer Nebenbedingung)
Seien f : D — R und g : D — R stetig partiell diff'bar auf offener Menge D C R™.
Es gelte Vg(x) # O fiir jedes x € D.

Ist dann xg € D eine lokale Extremalstelle von f unter der Nebenbedingung
g(x) =0, so gilt
Vf(x0) + AVg(x0) =0

mit A € R Lagrange-Multiplikator.



Beispiel:
Betrachte
flz,y) =27y, (z,y) €R?

Gesucht sind Extremalstellen unter der Nebenbedingung

$2 y2
=—+=-1=0.




Alternative: (Lagrange-Form)
Statt zwei Gleichungen

of =~ Ohy .
— Me— =0, Vy=1,...
a.’IIj(X)—l_Z k(?:]:] ) J ’ y 1L
k=1
und
hk(x) =0 ij 1,...,m.
zu losen, ist es auch moglich, die Lagrange-Form fur n+m Veranderliche x4, ..., x,, A1,..., Am

zu formulieren:

L(%, A1, -5 An) = f(x) + ) Akhi(x).
k=1

Dann ermittelt man die stationaren Punkte durch Losen von

VL(X, A, Am) = 0.



N

w

Fs

Ausgleichsrechnung

Motivation: Gesucht ist ein funktionaler Zusammenhang

y=flw,.. ). Ansatz: {lineare Theorie)
Vorsbinformation iiber die gesuchbe Funktion ist wahrscheinlich

Gegeben ist aber nicht f, sondern eine Reihe von Messungen Nimm lincaron Zusammenhang an:

=t (stlvu'zxn)

Moo Tang o0 Ly,

Methode: (IMethode der kie'nsten Fehlzrguadrate)
Ziel: Finde v4,. .. 7., die den quadratiscnen Fehler zwischen den gemessenen y;
und der Funktion fix,... 2.1 minimieren:

: [lineares Ausgleichsproblem) Fivy,r ..

Das lincare Ausgleichsproblem v, ..., 7., ) — min! ist immer Ksbar.

el = Gy = Flae e
-l

S
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[

Die Losungen des A i und des origen Gleic
Ar — b stimmen iiberein

Ist der Rang der Matrix (1 X, ... Xy ) gleich 5+ 1, so ist die Ausgleichsisung Die Aufgabe lautet also (Methode der kleinsten Fehlerquadrate}

eindeutiy.
Fivy, e Lind
. Falls i < n (weniger Messungen als Parameter), so ist A singuldr. ru. i
Lésungsidee:
Das Minimierungsprob! ist ein E ohne N ingung! Also
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Motivation: Gesucht ist ein funktionaler Zusammenhang

y= f(x1,...,2pn).

Gegeben ist aber nicht f, sondern eine Reihe von Messungen

=: (y,X1,...,Xpn)
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Ansatz: (lineare Theorie)
Vorabinformation uber die gesuchte Funktion ist wahrscheinlich.
Nimm linearen Zusammenhang an:

f(x1,...,xn) =19+ 7121+ -+ 70Ty



Methode: (Methode der kleinsten Fehlerquadrate)
Ziel: Finde rq,...,r,, die den quadratischen Fehler zwischen den gemessenen yy
und der Funktion f(z1,...,z,) minimieren:

(yk — f(xkla co axkn))2

NE

F(ro,m1y...,"m) =

x5
I
p—t

(yr — (ro + 112, + -+ rozxr, ))?

[
NE

7
I
|

Die Aufgabe lautet also (Methode der kleinsten Fehlerquadrate)

F(ro,r1,...,7m) = min!



Losungsidee:
Das Minimierungsproblem ist ein Extremalproblem ohne Nebenbedingung! Also

|ose
VF =0

Dies fuhrt auf die Gleichungen

OF “

e = 2;(% — (ro+ 1Tk, + - + Tazs,))

OF =

o 2) (y — (ro+r1Te, + -+ + TnTk, )Tk,
k=1

OF i

o 2) (yx — (ro+r1Th, + -+ + TnTk,)) Tk,

&
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Nach Umformung erhalt man
Ar=Db



Nach Umformung erhalt man
Ar=Db

fiirr = (ro,...,7m) mitb=(by,...,b,)" einem Vektor aus Beitragen
bi = k1 YkTk, und

( D her D he1 Thy ce D k1 Tk, \

Z;cnzl Ly Z;cnzl 513%1 s Z;cnzl Lk Lk,
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Satz: (lineares Ausgleichsproblem)
1. Das lineare Ausgleichsproblem F(rg,...,r,;) = min! ist immer |osbar.

2. Die Losungen des Ausgleichsproblems und des zugehorigen Gleichungssystems
Ar = b stimmen uberein.

3. Ist der Rang der Matrix (1 x; ...X,) gleich n+1, so ist die Ausgleichslosung
eindeutig.

4. Falls m < n (weniger Messungen als Parameter), so ist A singular.
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