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Voriiberlegungen

Bemerkungen:

e An verschiedenen Stellen verwendet:

f(z,y) =0 oder allgemein f(x) =0, x € R"

e Beispiele:

z? +y2 =1 oder (2)2 + (%)2 + (;)2 =1

e Frage: Kann f(x,y) = 0 nach y “aufgelost” werden?
e Moglich:

— Es gibt keine Losung (z.B. f(z,y) = 2% +y? + 1 =0)
— Es existieren mehrere y-Werte zu z (z.B. f(z,y) = 2?> +y* — 1 =0)
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Satz: (Satz iber implizite Funktionen, allgemeiner Fall)

Seidurch fi(x.y) — fixr1..... 2., i) eine stetig partiell diff'bare Funktion beschrieben,
die eine offene Menge 1) < B"~! nach E abbildet. Fir (xg,y) € D) sei
f(xp o) = 0 und %[xu.yo) # 0. Dann gilt:

1. Es gibt Intervalle {7 < 2™ um x5 und V' B um yq, so dass gilt:
YxeUllyeV: fla,y) =0,

Jedem x & L' ist damit eindeutig ein y £ V zugeordnet. Die dadurch
definierte Abbildung g : I7 — V mit i — g{x} erfillt
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2. 1 ist stetig diff'bar und es gilt fiir jedes x € U:
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Satz: (Satz uber implizite Funktionen, 2D)
Sei f: D — R, D C R? offen, stetig partiell diff'bar. Fiir (zo,y0)" € D sei

f(zo,90) =0 und g—ch(CL'o,yo)?éO-

Dann gilt:
1. Es gibt Intervalle U um zg und V um g, so dass gilt:

Vee U3lyeV: f(z,y)=0.

Jedem z € U ist damit eindeutig ein y € V zugeordnet. Die dadurch definierte
Abbildung g : U — V mit y = g(z) erfillt

flz,g(x)) =0 Vzel.

2. g ist stetig diff'bar und es gilt fur jedes z € U:
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Satz: (Satz liber implizite Funktionen, allgemeiner Fall)
Sei durch f(x,y) = f(x1,...,2Zn,y) eine stetig partiell diff'bare Funktion beschrieben,
die eine offene Menge D C R"™'! nach R abbildet. Fiir (xq,79)' € D sei

f(x0,90) = 0 und %(Xo,yg) # 0. Dann gilt:

1. Es gibt Intervalle U C R™ um xg und V C R um yg, so dass gilt:
Vx e UdlyeV: f(z,y)=0.

Jedem x € U ist damit eindeutig ein y € V zugeordnet. Die dadurch
definierte Abbildung g : U — V mit y = g(x) erfillt

f(x,9(x)) =0 VxeU.

2. g ist stetig diff'bar und es gilt fur jedes x € U:
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Extremalaufgaben
ohne Nebenbedingungen)

Dedinition: {kale, re ative Exirems)
Sei f.D R, 22 R, x; ¢ mit Umgebung £ vee x;
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Satz (Hinrechende Bedrgung - Altarmative Form)
Sei [ D= R DCR" rwemal stetig o7 bar
Dann ist x ¢ D et f(xg) =0

. echte lokale Maximalstelle, falks die Exgenmerte der Hesse-Matrix H(xo) alle

Megativ sind. Idee: Zum Auffinden von Extrema, konnten wir das Gleichungssystem
2. echte lokale Minimalstelle, falls de Eigenwerte der Hesse-Matrix I (xq) alle y
Lixy=0, j=1....n
B, ’

ame negetive Eigerrware und 52 £yt - O Iasen. Dann ware die Nullstelle x,, Kandidat fiir eine Extremalstelle
xp nennt man kritischen oder stationaren Punkt

Satz: (Hinreichende Bedingung fiir Extrema)
Sei f: 1) — 1% 1) C RB" zweimal stetig diff bar.
Dann ist xq & ) mit Hixgp—0

1. echte lokale Maximalstelle, falls [z - ¥)* f{xg) < (),

2. echte lokale Minimalstelle, falls (z - V)% f{xy} = 0,

fiir alle z € B, z £ 0. o



Definition: (lokale/relative Extrema)
Sei f:D— R, DCR" xg€ D mit Ungebung U von xg.

o Falls
f(x) < f(xo) furallexeUnND,x # xo,

so ist X lokale oder relative Maximalstelle von f und f besitzt ein lokales
oder relatives Maximum.

e Gilt in der obigen Ungleichung f(x) < f(x0), so heiBt xq echte lokale Maxi-
malstelle von f.

e Gilt entsprechend f(x) > f(xg) bzw. f(x) > f(xg), so heiBt xy (echte)
lokale Minimalstelle von f und die Funktion nimmt ein Minimum an.

e Allgemein spricht man von Extremalstellen bzw. Extrema.
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Satz: (Notwendige Bedingung fiir Extrema)

Ist xo € D lokale Extremalstelle einer partiell diff’baren Funktion f : D — R,
D C R"™, so gilt
f,(Xo) = 0.

Bemerkungen:

e f/(x0) = 0 bedeutet, dass alle partiellen Ableitungen von f verschwinden.
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e /) bezeichnet die inneren Punkte von D.



Idee: Zum Auffinden von Extrema, konnten wir das Gleichungssystem

of .
S — =1....
8.’13j (XO) 07 J ’ y TV

losen. Dann ware die Nullstelle xg Kandidat fur eine Extremalstelle.
Xo nennt man kritischen oder stationaren Punkt.



Satz: (Hinreichende Bedingung fiir Extrema)
Sei f: D — R, DCR"™ zweimal stetig diff'bar.

Dann ist xg € D mit f'(x9) =0
1. echte lokale Maximalstelle, falls (z - V)2 f(xq) < 0,
2. echte lokale Minimalstelle, falls (z - V)2 f(xq) > 0,

fur alle z € R", z # 0.
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Erinnerung:
Aus der Taylorformel erinnern wir, dass wir schreiben konnen

(z-V)2f(x0) =z Hf(x0)z,
wobei Hf(x) die Hesse-Matrix ist.

Satz: (Hinreichende Bedingung — Alternative Form)
Sei f: D — R, D C R™ zweimal stetig diff'bar.

Dann ist x( € D mit f'(x0)=0
1. echte lokale Maximalstelle, falls die Eigenwerte der Hesse-Matrix H (%) alle

negativ sind,

2. echte lokale Minimalstelle, falls die Eigenwerte der Hesse-Matrix H¢(xg) alle
positiv sind.

Bemerkung: (Sattelpunkte)
Hat die Hessematrix H(x() positive und negative Eigenwerte und gilt f'(x¢) = 0,

so nennt man x einen Sattelpunkt.



Satz: (Hinreichende Bedingung fiir Extremalstellen im R?)
Sei f:D—R,DC R2 zweimal stetig partiell diff'bar.

Dann ist xg = (0, Yo) T e ﬁ mit

0 0
8—£($0,yo)=0 und a—£($07y0)=0
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1. echte lokale Maximalstelle, falls g%(a}o,yo) <0,

sowle

2. echte lokale Minimalstelle, falls &£ (20, o) > 0.
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