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Hesse-Matrix und Differenziationsregeln



Erinnerung:
Partielle Ableitung

Definition: (partielle Ableitung)
Sei die Funktion J : 1) s K gegeben, wobei £ < 127 offene Menge ist.
Existiert der Grenzwert
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so isL die Funktion [ an x particll diflerenzierbar nach x5, Durch
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ist die partielle Ableitung von f nach x; in x definiert.

Definition: (Gradient)
Sei (2 1)+ 12, 1) 12¢ offen, partiell differenzierbare Funktion. Dann heiBt der

Definition: (Partielle Ableitungen vektorwertiger Funktionen) Vektor

Seif: D — k™, D R offen, £{x} = {fi(x). fulx}..... fu(x))7. 73,‘;'(")
tra

f ist partiell differenzierbar in xq & ), partiell diff'bar auf A < D, bzw. partiell eradf(x) = VF(x) == Ga (x]

diff'bar, falls alle f; (j = 1,...,wm) partiell diff'bar in xq, partiell diff ‘bar auf 4 C 1), ! e H

bzw. partiell diff'bar sind. gL;\x)

der Gradient von f.

L Abbildung ¥ 1) st vektorwertig



Definition: (partielle Ableitung)

Sei die Funktion f : D — R gegeben, wobei D C R"™ offene Menge ist.
Existiert der Grenzwert

lim fx1,. . xj_1, 25+ h,xjpr,. .., 2n) — f(Z1,...,Tp) — im f(x+ he;) —f(x),
h—0 h h—0 h

so ist die Funktion f an x partiell differenzierbar nach x;. Durch

ist die partielle Ableitung von f nach z; in x definiert.



Definition: (Gradient)
Sei f: D — R, D C R"™ offen, partiell differenzierbare Funktion. Dann heiBt der

Vektor
of

88:1: (X)\
gradf(x) = Vf(x) := a_m_(X) e R"

der Gradient von f.



Definition: (Partielle Ableitungen vektorwertiger Funktionen)
Sei f: D — R™, D C R" offen, f(x) = (f1(x), f2(x),..., fm(x))".

f ist partiell differenzierbar in xo € D, partiell diff'bar auf A C D, bzw. partiell
diff'bar, falls alle f; (5 = 1,...,m) partiell diff'bar in xg, partiell diff'bar auf A C D,

bzw. partiell diff'bar sind.



Ableitungsmatrix

Definition (Ableitungsmatrix):
Sei 2D = E™, D C R" eine Abbildung mit

Nz, ee) 2
fix)= : ox=|leDh,

fm{T1.---, xy) Ty

die in x, partiell diff'bar ist. Dann existieren die Ableitungen
afe .. -
(.{,il,xa). i=1,.., m,j=1...mn

und die Ableitungsmatrix ist definiert als
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Bemerkungen

e Die j-te Spalte der Hesse-Matrix ist die partielle
Ableitung nach x; des Gradienten von f.

o Oder: ist g(x) = Vf(x), so gilt

g'(x) = Hy(x).

©

e Die Hesse-Matrix ist symmetrisch.

Bemerkung (Ableitung und Gradient):
Falls : 1) — R, I} € R eine skalarwertige Abbildung ist, so gelten die folgenden
Beziehungen

Vix) = fx)" baw. flx)=VS(x)'

Definition {Hessematr’
Sei f: /) — 12, 1) C R™ eine skalarvertige in x € 12 zveifach partiell differenzier-
bare Funktion mit Ableitungen
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Die Hesse Matrix der Funktion J ist definiert durch

510
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Definition (Ableitungsmatrix):
Sei f: D — R™, D C R" eine Abbildung mit
fl(azl,...,:cn) I
f(x) = : , X :

fm(mla'“)wn) Ln

e D,

die in xqo partiell diff’bar ist. Dann existieren die Ableitungen

8 )
&J;;(xo), i=1,...,m, j=1,...,n,
und die Ableitungsmatrix ist definiert als
%(xo) %(xo) %{; (%0) )
, 8—£i(xo) a—ﬁ(xo) . %(XO)
Fxo) := : . .
o m. Ofm . 0 m.
5%()(0) .. %, 1 (Xo) 5{%()(0)/




Bemerkung (Ableitung und Gradient):
Fallsf : D — R, D C R" eine skalarwertige Abbildung ist, so gelten die folgenden
Beziehungen

Vix) = ()7 baw. f(x)=Vfx).



Definition (Hessematrix):
Sei f: D — R, D C R" eine skalarwertige in x € D zweifach partiell differenzier-
bare Funktion mit Ableitungen

o (or\_ o&f ...
Ox; \Oxj)  Ox;0x;’ b= L

Die Hesse-Matrix der Funktion f ist definiert durch

O f 0% f 0% f
8.’13128371 (X) 8:171281132 (X) e 0x10x, (X)\
L oL (x) oL (x)

Hf(x) — 3:1:28:.01 X O0x20xo

0? | o |
8wnéf$1 (X) A 8$n8.’ifn_1 (X) O0xn, 0Ly (X))




Bemerkungen

e Die j-te Spalte der Hesse-Matrix ist die partielle
Ableitung nach z; des Gradienten von f.

e QOder: ist g(x) = Vf(x), so gilt
g'(x) = Hy(x).

e Die Hesse-Matrix ist symmetrisch.



Differenzierbarkeit
von Abbildungen

Varbemerking
Fur Fuaktionen « D — 3, D0 K hattenw e Dilfeene e s, defin =0 corch

Satz (Kriterium [iir Differenzierbarkeil von Abbildungen):

Sei f: 0+ B™, i " eine Abbildung und xq ¢ D) innerer Punkt.
f ist in x differenzierbar, vienn alle partiellen Ableitungen 1. Ordnung
ki, won Abaile argen im E7): von [ in einer Umgebung von xq existieren und in xq slelig sind.

F* rira Ahkidiag und x < 7. Baar arife £ in xg
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vaabai T - 12 * rire: Abkildung ist, fiir ez gilt Aber: aus der Diff'barkeit folgt die partielle Diff bar«eit!
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Differentiationsregeln.
Satz [Formel fur cie Richtungsableiturg): 1. Linearitit: Seien 2 1 — B™ and g = 1 — B%, D C R, diff bar in x;
Sind dic partzlon Ableitunzen wor § in xq stetz (ist also ¥ diff'bar in xa), dann Dann ist auch AF gz (A 0 < [) in xa diff'bar und o5 gilt:

gilt fiir die Richtungsableizung van ¢ in Richtung a:
ar AF — (3] = AF )+ e ()
ool = Tixal .
2. Kettenregel Seih: " — D, QO C R D _RP dMbar in xy « O
und soi £ 0 B diff'bar in zp - hixa).
Dann istauch f<h- € 2 E% in xq diff'bar und cs git:

Bemerkung:
Die partiellen Ableitungen ven { nach g sind genas die Richtungsableilangen van
Jin Ricatung e, denn

(& h¥{xy) = Fizh'(x,).
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Vorbemerkung:
Fur Funktionen : D — R, D C R hatten wir Differenzierbarkeit definiert durch

f,(fl?O) — lim f(x) - f(xO) .

T—TQ r — X

Dies ist fur £ : R™ — R™ nicht moglich, da durch Vektoren nicht geteilt werden
kann!

Definition (Differenzierbarkeit von Abbildungen im R™):
Sei f : D — R™, D C R" eine Abbildung und x3 € D. Dann heiBt f in xg

differenzierbar, wenn sie in xqo partiell diff'bar ist und geschrieben werden kann als
f(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0) + k(x),
wobei k : D — R™ eine Abbildung ist, fur die gilt:

im K& _

X—X0 |X —_ Xol o

f heiBt differenzierbar in A C D, falls f in jedem Punkt von A diff'bar ist. e

f heiBt differenzierbar, falls A = D.



Satz (Kriterium fiir Differenzierbarkeit von Abbildungen):

Seif: D — R™, D C R"™ eine Abbildung und xg € D innerer Punkt.
f ist in xg differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen 1. Ordnung
von f in einer Umgebung von x existieren und in x, stetig sind.

Bemerkung:
Aus der partiellen Diff'barkeit folgt nicht notwendig die Diff'barkeit.
Aber: aus der Diff'barkeit folgt die partielle Diff'barkeit!



Differentiationsregeln:

1. Linearitat: Seienf: D - R™ und g: D — R™, D C R", diff'bar in xg.
Dann ist auch Af + ug (A, 1 € R) in x¢ diff'bar und es gilt:

(M + pg)'(x0) = M'(x0) + pg' (x0).
2. Kettenregel: Sei h: C' — D, C C R", D C RP, diff'bar in xg € C,

und sei f : D — R™ diff'bar in zg = h(xo).
Dann ist auch foh : C' =+ R™ in xq diff'bar und es gilt:

(f O h)’(XO) — f’(Zo)h,(Xo).

Bemerkung (Spezialfall):
Falls f : R™ — R und h : R — R"™, so ergibt sich fur die Ableitung der Verkettung:

(foh)'(t) = V(R Z R NCOEONN 4



Definition (Richtungsableitung):
Seien f : R™ — R und D C R"™, und ein Vektor a € R™ mit |a] = 1 gegeben. Falls

der Grenzwert 1
lim - (f(xo + ta) — f(x0))

t—0 t

existiert, dann heiBt

9 (x0) = lim - ((x0 + ta) — f(x0)

Richtungsableitung der Funktion f in Richtung a an der Stelle xq.



Satz (Formel fiir die Richtungsableitung):

Sind die partiellen Ableitungen von f in xq stetig (ist also f diff'bar in xg), dann
gilt fur die Richtungsableitung von f in Richtung a:

%(Xo) = Vf(XO) - a.

Bemerkung:

Die partiellen Ableitungen von f nach z; sind genau die Richtungsableitungen von
f in Richtung e;, denn

of .. f(xo+te;) — f(xo) Of
%j(XO) = lim ” = (9—83,(:’(0)‘




Lineare
Approximation

Vorbemerkung:

In komplizierten nichtlinearen funktionalen Zusammenhangen
interessiert eine (naherungsweise) Lineare Darstellung

Frage: Kann man die finden?

Idee.
Ist £: D » K™, D¢ R" differenzierbare Abbildung, so l3sst sie sich in der Nahe
von Xy € I durch g : D — R™ darstellen durch

g(x) = [(xq) + ['(xq)(x — x0).

Nach der Definition der Diff'barkeit begeht man dabei einen "kleinen" Fehler (|k(x)|).

Definition:
Die eben definierte Abbildung gix) nennt man Tangentialabbildung
oder lineare Approximation von f in x.

Bemerkungen (Taagentialebene).
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Vorbemerkung:

In komplizierten nichtlinearen funktionalen Zusammenhangen
interessiert eine (naherungsweise) Lineare Darstellung.

Frage: Kann man die finden?

Idee:
Ist f: D — R™, D C R" differenzierbare Abbildung, so lasst sie sich in der Nahe

von xg € D durch g : D — R™ darstellen durch

g(x) = f(xq) + f'(x0)(x — x9).
Nach der Definition der Diff'barkeit begeht man dabei einen “kleinen" Fehler (|k(x)|).
Definition:

Die eben definierte Abbildung g(x) nennt man Tangentialabbildung
oder lineare Approximation von f in xg.



Bemerkungen (Tangentialebene):

Betrachte f : D — R mit D C R?, in xg = (x0,%0) " diff’bar. Dann gilt:

Fay) = F@oryo) + s (@0, 30)s £y (0, 30) (‘; jgg) T k(z,y)

= f(xo,%0) + fz(xo,y0)(® — z0) + fy(z0,v0) (Y — o) + k(z, ).
Dementsprechend lautet die Tangentenabbildung
9(z,y) = f(x0,%0) + fo(To,y0)(® — o) + fy(x0,%0) (Y — yo)

Der Graph von g ist eine Ebene, die Tangentialebene.

die Tangentialebene beriihrt in P = (o, ¥0, 9(z0,yo)) den Graphen der Funk-
tion f, also
(70, Y0, 9(T0,%0)) = (7o, Y0, f(T0,%0))

In der Umgebung von (zq,yo) nahert sich g der Funktion f an.
Die beiden Tangenten

z = f(%0,Y0) + fz(Z0,Y0)(z — To) und

z = f(®o,y0) + fy(zo,y0)(y — yo)

an die Funktionen f x (z) := f(z,y0) bzw. f *x(y) = f(xo0,y) liegen in der
Tangentialebene.

Wegen k(z,y) klein, stellt die Ebene eine gute Naherung der Funktion f in
der Umgebung von (zg, yo) dar.



Differenzierbarkeit
von Abbildungen
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