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Erinnerung:

Definition (regulare Kurve im R™): Sei v : [tq,te] — R? eine Kurve. Dann
bezeichne 4(t) den Vektor der Ableitungen der Komponenten von 7:

3(t) =

v heiBt regulare Kurve, falls

5(#)] >0 Yt E [ta,te].

Idee: Betrachte v als Bahn eines Punktes, der sich in der Zeit bewegt.
Dann bedeutet Regularitat, dass die Geschwindigkeit stets positiv ist (Punkt bewegt
sich vorwarts).



Ableitungsregeln:
Seien v1,7v2 : I — R™ stetig differenzierbare Abbildungen und o, 8 € R. Dann gilt:

e Linearitat:

% (ay1(t) + Bya2(t)) = a1 (t) + B2(2).

e Produktregel fur das Skalarprodukt:

d

2 (1(8) - 72(8) = 51.(1) - 72(t) + (1) A2 ().

e Produktregel fiir das Vektorprodukt (n = 3):
d : :
o (n(8) x72(2)) = 31(¢) x 72(8) +71(2) x 32(¢).

e Produktregel fur Multiplikation mit einer stetig diff’'baren skalaren Funktion
a(t):

= (ot () = at) x 1 () + altyn 0.



Definition (Bogenlange):
Sei v : [ta, te] = R™ eine regulare Kurve.
Dann ist die Bogenlange des Kurvenstiicks tiber [t,,t] definiert als

s(t) == / ()] dt.

Bemerkungen:

o Esgilt 28 =35(¢) = |y(2)|.

e Bezeichne ds := |§(t)|dt das (skalare) Bogenelement.



Definition (Tangentenvektor):
Sei v : [ta,te] — R™ eine regulare Kurve.
Dann ist der Tangentenvektor fiir den Parameterwert ¢ € [t,,t.] gegeben durch

Bemerkungen:
e Gleichung fiir die Kurventangente in y(tg): x(A) = v(to) + At(t), (A € R).

e Die Ebene E : [x —~(t)] - t(t) = 0 ist die Ebene, die y(t) enthalt und t(¢) als
Normalenvektor hat.



Definition (Hauptnormale, Binormale, Schmiegebene):
Seiv: I — RS zweimal (komponentenweise) stetig diff’bar und

gelte t(¢) # 0, dann definiert

t
n(t) := —t) den Hauptnormalenvektor,
[t(2)]
b(t) := t(t) xn(t) den Binormalenvektor und
x(A\,pu) = () + At(t) + pun(t), \,u € R die Schmiegebene

der Kurve « fur den Parameterwert ¢.




Bemerkungen:

n(t) und b(t) sind zu t(¢) orthogonale Einheitsvektoren.
(t(t),n(t),b(t)) ist Rechtssystem und heiBt begleitendes Dreibein.

Die zu «(t) gehorende Schmiegebene ist die Ebene, die sich am besten an-
schmiegt: Es ist die Grenzlage einer Ebene durch die Nachbarpunkte (¢ —

7),7(t),y(t + 1) (7 — 0).

Die Anderu ngsrate

At 1
A—S T S(tl) _ S(t) [t<t1) - t(t)]

beschreibt anschaulich das mittlere Kriimmungsverhalten der Kurve in [t1,1].

Der Grenzwert " b(ty)—r(t) b0
tlllr—I}t As tlllgt S(t; %(t) 5(t)
heiBt Krimmungsvektor.
Die Lange des Krummungsvektors
1 [t(2)]

nennt man Krimmung der Kurve an t.



Definition (Torsionsvektor):
Sei v : [tq,te] — R dreimal stetig diff'bare Kurve.
Dann heil3t

1 Ab

" b(t) = lim ——
S(t)b(t) tllr—>nt As

Torsionsvektor fiir den Parameterwert ¢ €|t,, te|.

Bemerkungen:
e b(t) ist orthogonal zu b(t).
e b(t) ist auch orthogonal zu t(¢)

e Es folgt: Es exisitiert eine skalare Funktion 7 = 7(t) mit

7(t) heiBt Torsion der dreimal stetig diff’'baren Kurve v an t €]t,, te|.



Regeln:
Fiir eine dreimal stetig diff'bare regulare Kurve 7 : [to, t.] — R3 mit 4(t) x ¥(t) # 0
bestimme:

e Tangentenvektor:

_ @)
t) = m)

e Binormalenvektor: Y(t) x A (¢)
_ ) <
PO = B <)

e Hauptnormalenvektor:

-
A
S
~—
|

b(t) x t(t)

e Krummung;:

e [orsion:




Erinnerung: (Stetigkeit im R)
Eine Funktion f: D — R, D C R ist stetig im Punkt 2o € D, wenn gilt:

lim f(z) = f(zo).

r—rXTQ

Satz: (e — §-Kriterium)
Eine Funktion f : D — R ist genau dann stetig in xg, wenn zu jedem ¢ > 0 ein
d > 0 existiert, so dass gilt:

x € Dund|x — zo| <0 = |f(x) — f(xo)| <e.



Definition: (Stetigkeit einer Funktion)

e Sei f: D — R, D C R" Dann heiBt f stetig in xqg € D, wenn fur alle
Folgen (xx) C D (k € N), fur die gilt limy_, o, X = Xg, auch folgt, dass

lim f(x) = f(xo).

k— 00

e f heiBt stetig auf A C D, wenn fur alle x € A gilt: f ist stetig in x.

e [ heiBt stetig auf D, wenn f auf dem gesamten Definitionsbereich stetig ist.



Stetigkeit imR"

Erinnerung: (Stetigkeit im &)
Cine Funktion f: [+ &, I ¢ X ist stetig im Punkt o © D, wenn gilt:

i fle) = (T}

Satz: (¢ — 4 Kriterium)
Eine Funktion [ : /) — K ist genau dann stetig in oy, wenn zu jedem « = (0 ein
& = {) existiert, sa dass gilt:

o= e —wg| = 8 = flrdh = flag)| < e

Definition: (Stetigkeit ciner Funktion)

®Sei j D 2R Do R Dann heit [ ostetig in xc ¢ D.owenn for zlle
Folgen (xi} ¢ D (k ¢ B}, fir die gilt litugoc X, — X¢. 2uch folge. dass

J= fixul.

lim fixi
et

o 1 heilll sletig aul A C Dowenn Tir alle x £ A gill: f st slelig in x.

® § heil sletig aul D0 wenn [ aul dem gesamlen Definitionsbereich stelg ist.

Definition: (Stetigkeit einer Abbildung im R")
Sei f: D — R™, mit
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fa(x)

DcR", f(x)=
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Dann heiBt f stetig in x € D, stetig auf A C D, bzw. stetig auf I, wenn f; stetig
in xg € D, stetig auf A C D, bzw. stetig in D sind (j =1,...,m).

o Wie in R lasst sich Stetigkeit haufig Uiber elementare Funktionen nachweisen

(Funktionen kénnen aus Elementarfunktionen komponiert werden).

e Achtung: der Grenzwert wird nicht in einem Intervall (eine Veranderliche)

(2]

Stetigkeit uni



Definition: (Stetigkeit einer Abbildung im R™)

Seif: D —R™ mit
i

D cCR" f(x)=

\ ()
Dann heiBt f stetig in x¢ € D, stetig auf A C D, bzw. stetig auf D, wenn f; stetig
in xg € D, stetig auf A C D, bzw. stetigin D sind (j =1,...,m).

Bemerkungen:

e Wie in R lasst sich Stetigkeit haufig uber elementare Funktionen nachweisen
(Funktionen konnen aus Elementarfunktionen komponiert werden).

e Achtung: der Grenzwert wird nicht in einem Intervall (eine Veranderliche)
gesucht! )



Definition: (Maximum, Minimum)
M heiBt Maximum der Funktion f : D — R, wenn

f(x) <M firalle xeD

gilt und wenn es ein x5, € D mit f(xp) = M gibt.
m heiBt Minimum der Funktion f : D — R, wenn

f(x)>m furalle xe€ D

gilt und wenn es ein x,,, € D mit f(x,,) = m gibt.

Satz: (Maximum und Minimum auf kompakten Mengen)
Sei f: D — R, D C R" eine stetige Funktion und D eine kompakte Menge.
Dann nimmt f auf D Maximum und Minimum an.
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Idee:
Sei f: D — R, D CR"™ gegebene Funktion und D offene Menge.

o Fixiere alle (bis auf eine x;) Veranderliche:
rp =a1,r2 —a2,...,j—-1 — Qj-1,Tj4+1 — Aj415--.,Tn — Qn.
e Durch

frid =R, fx(z;) = f( , Ty ),

mit d C R ist eine partielle Funktion einer Veranderlichen gegeben.

e Ist fx differenzierbar in ; = a;, so nennt man diese Ableitung partielle
Ableitung der Funktion f nach z; im Punkt a = (ay,as,...,a,) .
e Schreibweise: 9F(x) o/
X
X=a b
8ZCj | 2 83’}]( ) 0



Geometrische Interpretation:

Betrachte 1
f(il?l,mQ) — ) (x17x2) €R+ XR+’
12

e Der Graph von f ist eine Flache im R3

e Fixieren einer Variablen (z.B. x5 = 3) bedeutet: Schnitt mit der Flache in
Ebene X5 =3

e Ergebnis des Schnittes: Graph der partiellen Funktion.

e Partielle Ableitung entspricht dann Anstieg der partielle Funktion in Koordi-
natenrichtung x1.

0.3
0.5]
0.2

Abb. 5.16. Graph von f(z1,22) = ——

r1x2

Abb. 5.17. Graph von f*(z,) = ;ll ein-
schliefflich Tangente an f*



Definition: (partielle Ableitung)
Sei die Funktion f : D — R gegeben, wobei D C R"™ offene Menge ist.
Existiert der Grenzwert

i f(mlw'wxj—l)mj +h,£l?j+1,...,33n) _f(xlw'wxn) . Fren f(x+hej) —f(X)
h—0 h h—0 h

?

so ist die Funktion f an x partiell differenzierbar nach x;. Durch

0f(0) _ . fix+hey) = £(x)

81}]' h—0 h

ist die partielle Ableitung von f nach z; in x definiert.



Weitere Definitionen:

o Ist f auf A C D (A offen) partiell differenzierbar nach z; in allen x € A, so
heiBt f partiell differenzierbar auf A nach z;.

o Ist f auf ganz D partiell differenzierbar nach z;, so heiBt f partiell differen-
zierbar nach z;.

e Alternative Notation: Statt 97 erwende auch einfacher Sz
T j

e Existieren alle partiellen Ableitungen von f, so heiBt f partiell differenzierbar.

Definition: (stetig partiell differenzierbar)
Sei f: D — R, D C R" offen, gegebene Funktion. f ist in D stetig partiell
differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen in D existieren und stetig sind.



Definition: (Gradient)
Sei f: D — R, D C R" offen, partiell differenzierbare Funktion. Dann heiBt der

Vektor
of

o (X)\
5 | _ o
gradf(x) = Vf(x) := eR

der Gradient von f.



Definition: (hohere partielle Ableitungen)
Sei f: D — R, D C R" offen, partiell differenzierbare Funktion. Falls die partielle

Ableitung
0 of

foues ) = 5 (5 ) 0

zweite partielle Ableitung von f nach z; und z;.
Existieren alle zweiten Ableitungen, heiBt f zweimal partiell differenzierbar.

existiert, so heiBt

k-te Ableitungen oder partielle Ableitungen k-ter Ordnung werden entsprechend
rekursiv definiert.



Satz von Schwarz: (Vertauschbarkeit partieller Ableitungen)

Sei f: D — R, DC R", 4p4-mal stetig partiell differenzierbare Funktion.
Dann ist die partielle Ableitung

o f
= . - 1 < k< ,
ale 8:67/2 e .. 858’“6 fx11$z2...$zk —~ p

invariant unter Permutationen der z;,, ;,, ..., x;,, d.h. die Reihenfolge der z;,, z;,, ...

lasst sich beliebig wahlen. Die Indizes sind dabei beliebige Elemente in {1,2,...,n}.

ke



Definition: (Partielle Ableitungen vektorwertiger Funktionen)
Sei f : D —+R™, D C R” offen, f(x) = (f1(x), fa(x),..., fm(x))".

f ist partiell differenzierbar in xo € D, partiell diff'bar auf A C D, bzw. partiell
diff'bar, falls alle f; (7 = 1, ..., m) partiell diff'bar in xq, partiell diff'bar auf A C D,

bzw. partiell diff’bar sind.



Stetigkeit imR" Partielle Ableitung
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