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Punktmengen imR"

Idee:
Betrag x| und Abstand |- — y| lassen sich von offenen Intervallen « e 3
auf offene Mengen im 2" iibertragen. Belsplel. R

Vereinbarung: €
Stelle x « ™ in der Koordinatenform dar: z-
T
a2
X = . =x1e +Iuey —...+ 1,8,
En

e, die Einheitsspaltenvektoren,

Definition (Betrag und Abstand im E*):

Beobachtung: Sei x € 12%, dann deliniere

Wir ubertragen einfach alle Definitionen aus R, | e ——
. . x = \fxi+ oy 4. 22

die auf Intervallen basierten, LA

auf den R"™, basierend auf K mg en, den Betrag oder die Linge von x.

Der Abstand o zweier Elemente x,y © BE” sei
d=|x-y.
Bemerkung:
o st Betrag des Differenzvektors x — y.

o i ist der Euklidische Abstand und mar<ert die

kiirzeste Linie zwischen x und y [n

Dufinition {Offwne Munge, smsese Puret im 27}
Enw Mangw A = B0 beift ofen, » jedem Elwemues. x = 3 winw Umrbung,
Fu e i mmvrcin bann, saihiess Ko - € M

Ein Punkt x € M heBt innerer Punkt dee Menge M. wwen K, - existiert. so dass Definition (Umgebungen im B"):
e M g in A Tz Die offene Kugelumgebung des Punktes xp € ™ mit Radius  ist
Kyri={x:|x—xy <r; 0<reR}
[ra——
o o Pk von M = X € M.

Entsprechend ist die abgeschlossene Kugelumgebung

o M offeve Nenge < 1< M

Kopp = XX~ Xol £ 75 < re B



Idee:
Betrag |z| und Abstand |x — y| lassen sich von offenen Intervallen
auf offene Mengen im R™ ubertragen.

Vereinbarung:
Stelle x € R™ in der Koordinatenform dar:

(@1
L2
X = = T1€e1 +x2€3 + ...+ T,€y,,

oy

e; die Einheitsspaltenvektoren.




Beispiel: R




Definition (Betrag und Abstand im R"):
Sei x € R™, dann definiere

x| := \/:c%—i—:cg—l—...—i-:v,%

den Betrag oder die Lange von x.

Der Abstand d zweier Elemente x,y € R" sei
d:=|x—y|
Bemerkung:

e d ist Betrag des Differenzvektors x — y.

e ( ist der Euklidische Abstand und markiert die
kiirzeste Linie zwischen x und y (n < 3).



Definition (Umgebungen im R"™):
Die offene Kugelumgebung des Punktes xy € R™ mit Radius 7 ist

Kyyr ={x:|x—%x0| <7; 0<relR}.
Entsprechend ist die abgeschlossene Kugelumgebung

Kyyr i ={x:|x—x%x0|<7; 0<reR}



Definition (Offene Menge, innerer Punkt im R"):
Eine Menge M € R"™ heiBt offen, wenn zu jedem Element x € M eine Umgebung

Kx » gefunden werden kann, so dass Ky, C M.

Ein Punkt x € M heiBt innerer Punkt der Menge M, wenn K , existiert, so dass
Kxr C M ganz in M liegt.

Bemerkung:
e X innerer Punkt von M = x & M.

e M offene Menge = M = M.



Beobachtung:

Wir ubertragen einfach alle Definitionen aus R,
die auf Intervallen basierten,

auf den R"™, basierend auf Kugelumgebungen.
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Satz (Grenzwert der Koordinatenfolgen).

Weitere Definitionen
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Definition (Haufungspunkt im R™):
Ein Punkt xg € R™ heiBt Haufungspunkt der Menge M C R™, wenn in jeder
Umgebung Ky, , mit 7 > 0 beliebig, ein Punkt der Menge M liegt.
Also
MN Ky, r#0 furalle 7> 0.



Definition (Randpunkt im R"):
Ein Punkt x¢ heiBt Randpunkt von M C R", wenn in jeder Umgebung Ky, , sowohl

e cin Punkt x der Menge M (x € M), als auch
e ein Punkt aus y € R" mity ¢ M.

Bezeichne mit OM die Menge der Randpunkte von M.



Definition (Abgeschlossene Menge im R"):
M C R™ heiBt abgeschlossen, wenn sie alle ihre Randpunkte enthalt.



Definition (Beschrankte und kompakte Menge im R"):
M C R™ heiBt beschrankt, wenn 0 < C € R existiert, so dass

x| < C, firallex e M.

M heiBt kompakt, wenn sie beschrankt und abgeschlossen ist.



Definition (Zusammenhangende und konvexe Menge im R"™, Gebiet)

Voruberlegungen:

e Verbindungsstrecke: [x,y], x,y € M, ist gegeben durch
x,y] = {z:2=x+s(y —x), s € [0,1]}.

p

i—11%j—1,%;] verbindet xo,...,x, € M

e Polygonzug: [xo,...,Xp| =
jeweils durch Strecken.
Definition:

e M C R"™ heiBt zusammenhangend, wenn zwei beliebige Punkte x,y € M
durch einen Polygonzug verbunden werden konnen, so dass [xg, . ..,X,| C M.

e M heiBt konvex, falls fir beliebige x,y € M die Strecke [x,y] C M.

e Ist M offen und zusammenhangend, so heiBt M Gebiet.



Definition (Folge im R™):
Sei a : N — R" eine Abbildung, die jeder natirlichen Zahl k genau ein Element
ar € R™ zuordnet. Den Wertebereich dieser Abbildung nennt man Folge im R™.

Schreibe:
(ax)ren oder kurz (ag).



Definition (Grenzwert einer Folge im R™):
Sei (ag)ren eine Folge. ag € R™ heiBt Grenzwert (oder Limes) von (ag), wenn fiir
jedes € > 0 ein ky € N existiert, so dass

|ak — a0| < e furalle k> kg.

Schreibe:

k— o0

ag = lim ay oder a — ag(k — ). o



Satz (Grenzwert der Koordinatenfolgen):
Der Grenzwert einer Folge im R™ existiert genau dann, wenn die Grenzwerte der
Koordinatenfolgen existieren. Fiir den Grenzwert ay der Folge (ay) gilt dann:

/hmk—>oo aflk\

. im0 a2k
ap = lim a; =
k— o0

\hmk—>oo a'nk/



Abbildungen und
Funktionen

Definition [Abbildungen im B*"):
Eine Abbildung
f:DRY DCR* wome®

ist eine Vorschrift, die jedem x < L) genau ein Element y € R™ zuordnet
Schreibe: y = fix).

® 1) heiBt Definitionsbereich der Abbildung f.
Spezialfille
o Der Wertebereich W von f ist gegeben durch
e m = 1: f heibt Skalarfeld oder Funktion.

D e fe e BT D) et v Tixt
W= 1(0) = [y CRT 4 x 2 Dmity =[x} « v > 1: T heibt Vektorfeld

Notationen ® 1 — L: mit zusitzlichen Eigenschaften heift  auch Kurve.
¢ Schreibe vektorwertige Abbildungen (r == 1) fett (z.B. f)

o Schreibe realwertige Abbildungen (s — L) normal

Abbildungen im B? und 2% Sei J: ) — B, 12 < B* d.h. { ordnel jedem Punkl
in D («  w-Ebene) einen Werl z zu. Der Graph von

gl {lwy fag) s (eyd” ¢ DY
ergibt eine Flache im B*.

Beispiel: f i V12 i, D= iz T }




Definition (Abbildungen im R"):
Eine Abbildung
f:D—-R"™, DCR" nmeN

ist eine Vorschrift, die jedem x € D genau ein Element y € R™ zuordnet.
Schreibe: y = f(x).

e D heiBt Definitionsbereich der Abbildung f.
e Der Wertebereich W von f ist gegeben durch
W=£fD)={yeR":dxe D mity =f(x)}.
Notationen

e Schreibe vektorwertige Abbildungen (m > 1) fett (z.B. f),

e Schreibe realwertige Abbildungen (m = 1) normal.



Spezialfalle
e m = 1: f heiBt Skalarfeld oder Funktion.
e m > 1: f heiBBt Vektorfeld

e n = 1: mit zusatzlichen Eigenschaften heiBt f auch Kurve.



Abbildungen im R? und R3 Sei f: D -+ R, D C R?, d.h. f ordnet jedem Punkt
in D (x — y-Ebene) einen Wert z zu. Der Graph von f

g(f) == {(z,y, f(z,y) : (z,y) " € D}
ergibt eine Flache im R3.

— - - - { ' 'S D) — ‘ ; \ . ‘
— ] " - F{ 7r ) 7 | va L y 1 & [ N y 1 | . Y &t ) & ¢

> [ ] 111 ) f ] J ! .
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Kurven im R"
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Vorbemerkung

» Kurven i B worden bereits im ersten Semester aingefihet, hies veralige-
ineen wiel

® Betrachte D ¢ R abgeschicszen, also D — [ Intervall.
* Notation: werwende 7 : RY —+ B griechische Buchstaben i Abbicasgen.
® 70—+ R* hat als Bild snen Vektor im R". scheebe

2(¢) /
200 A
LtEL

A6

Talt]

Bemercung [Stetghert O “arznai
stet g, baw. d Terznzierber, vaent il
et g, baw. ¢iffcrergizraar zite

Dhe fckibosg ~ 0 I — E° heB:
tenfunkt cnen xg -1, ...

Kursznztuzk im 3

Uctinltian {Rur::

o Le stnig dilless 2 erane ARRICLOE 5 B Rl kurs sk,

o Dl a0 2= L il an € e v

. Bk
G-

ww sl sall
1l

1 WA bl s <

Schwkey by
Regaln ® Wir bezsiceren sy = 3w slcane e gl
Fir eine dremal stetig diff 'bare regulire Kurve ~ © —“RImtix5(0£0
hestimme
* Tangeenvektar
. Definiticn {rzguiir: Kur: 56 v mag, o B Kurer  DJ2o-
wa . @ Bramalenciace bzcichns -it. der Vekcer e Abliitu-zes dir Kempensntan von ¢

« Hauptnormalemektor:

i

yan = i gl K Tl
e r A i 317590 L

It e m oot

. * Torsion

Vet
P ] Idoe Batrachte 7 ak §
B L dann baceutet Regsir

b in der Zait bewegt

t ot

wtis e (Purks broegt
sich vermarts

2

Aok irnraer:
e 00 b sHEOUEN 433 5

Dtz T e
<y Atuw

e

e reanzn 1

g )
ane reguline Kiear,
s e Kritaciocas iiber

| definet abs

B

oty

.o

s Leaws Sl ayerveren

SOr



Vorbemerkung:

e Kurven im R? wurden bereits im ersten Semester eingefiihrt, hier verallge-
meinern wir!

e Betrachte D C R abgeschlossen, also D = I Intervall.
e Notation: verwende v : R! — R"™ griechische Buchstaben fiir Abbildungen.

e v: I — R" hat als Bild einen Vektor im R"™, schreibe

yt)=| . |, tel.




Beispiel (Windgeschwindigkeit):

e Windgeschwindigkeit in festem Punkt (Wettermast): v(t) = v(t) = (u(t),v(t), w(t)) ",
mit u, v, w Geschwindigkeitskomponenten in x, y, z-Richtung.

e Fiir einen Zeitraum t, < t < t. erhalt man eine Abbildung v : I — R3 mit
T={t:ty <t<te}.

e Unter Annahme gewisser Differenzierbarkeits-Eigenschaften beschreibt v eine
Kurve.
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150 Horizontaler Windvektor (— — — —) und Hodograph der vergangenen 24 Stunden (———)
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Bemerkung (Stetigkeit, Differenzierbarkeit): Die Abbildung v : I — R™ heiBe
stetig, bzw. differenzierbar, wenn ihre Koeffizientenfunktionen z;(¢), 7 =1,...,n,
stetig, bzw. differenzierbar sind.

Definition (Kurve, Kurvenstick im R™):
e Eine stetig differenzierbare Abbildung v : I — R"™ heiBt Kurvenstuck.
e Die reellen Zahlen t € I = [t,,tc] nennt man Kurvenparameter.

e Eine Kurve 7 ist eine endliche Anzahl Kurvenstiicke ~; : [t; — 1,¢;] — R”
(j =1,...,k), die miteinander verbunden sind, also

Vi1ty) =7%(t), j=1L....,k—1.

Schreibe Y= [’717727 vee 77’6]

e Wir bezeichnen 7 : [tg,tx] — R? als stiickweise glatte Kurve.



Definition (reguliare Kurve im R™): Sei v : [tq,te] — R? eine Kurve. Dann
bezeichne +(t) den Vektor der Ableitungen der Komponenten von ~:

(iﬁl(t)\

To(t)

(1)

1) =

~ heiBt regulare Kurve, falls

Y(@E)| >0 VieE |ty te]

Idee: Betrachte v als Bahn eines Punktes, der sich in der Zeit bewegt.
Dann bedeutet Regularitat, dass die Geschwindigkeit stets positiv ist (Punkt bewegt
sich vorwarts).



Ableitungsregeln:
Seien 1,72 : I — R™ stetig differenzierbare Abbildungen und «, 8 € R. Dann gilt:

e Linearitat:
d

- (am (t) + B72(t) = o4 (t) + Bia(2).

e Produktregel fur das Skalarprodukt:

d

= (1) - 72(8)) = F1(8) - 72(8) + (1) 2 (0)-

e Produktregel fur das Vektorprodukt (n = 3):

% (71.(£) X Y2()) = 31(£) X 72 (t) + 71(£) X A2 (t).

e Produktregel fur Multiplikation mit einer stetig diff'baren skalaren Funktion
a(t):
d . :
7 (@(t)71(t) = at)n () + alt) ().



Definition (Bogenlange):
Sei v : [ta, te] = R™ eine regulare Kurve.
Dann ist die Bogenlange des Kurvenstiicks tiber [t,,t] definiert als

s(t) == / (8)] dt.

Bemerkungen:

o Esgilt 4 = 3(t) = |5(t)|.

e Bezeichne ds := |y(t)|dt das (skalare) Bogenelement.



Definition (Tangentenvektor):
Sei v : [ta, te] — R™ eine regulare Kurve.
Dann ist der Tangentenvektor fiir den Parameterwert ¢ € [t,,t.] gegeben durch

Bemerkungen:
e Gleichung fir die Kurventangente in y(tp): x(A) = v(to) + At(t), (A € R).

e Die Ebene E : [x — ()] -t(t) = 0 ist die Ebene, die v(t) enthalt und t(t) als
Normalenvektor hat.



Definition (Hauptnormale, Binormale, Schmiegebene):
Sei v: I — R3 zweimal (komponentenweise) stetig diff'bar und

gelte £(t) # 0, dann definiert

n(t) := ﬂ den Hauptnormalenvektor,
[t(2)]
b(t) := t(t) x n(t) den Binormalenvektor und
x(A\,p) = () + At(t) + pn(t), \,u € R die Schmiegebene

der Kurve v fur den Parameterwert t.



Bemerkungen:

n(t) und b(t) sind zu t(¢) orthogonale Einheitsvektoren.
(t(t),n(t),b(t)) ist Rechtssystem und heiBt begleitendes Dreibein.

Die zu «(t) gehorende Schmiegebene ist die Ebene, die sich am besten an-
schmiegt: Es ist die Grenzlage einer Ebene durch die Nachbarpunkte (¢ —

7),7(t),y(t + 1) (7 — 0).

Die Anderu ngsrate

At 1
A—S T S(tl) _ S(t) [t(tl) - t(t)]

beschreibt anschaulich das mittlere Kriimmungsverhalten der Kurve in [t1,1].

Der Grenzwert " b(ty)—r(t) b0
tlllgt As tlllgt S(t; %(t) 5(t)
heiBt Krimmungsvektor.
Die Lange des Krummungsvektors
1 [t(2)]

nennt man Krimmung der Kurve an t.



Definition (Torsionsvektor):
Sei v : [ta,te] — R® dreimal stetig diff’bare Kurve.
Dann heif3t

1 Ab

?‘t)b(t) — tlllgt A_S

Torsionsvektor fiir den Parameterwert ¢ €lt,, te.

Bemerkungen:
e b(t) ist orthogonal zu b(t).
e b(t) ist auch orthogonal zu t(¢)

e Es folgt: Es exisitiert eine skalare Funktion 7 = 7(¢) mit

7(t) heiBt Torsion der dreimal stetig diff'baren Kurve vy an t €|t,, t.|.



Regeln:
Fiir eine dreimal stetig diff'bare regulare Kurve 7 : [to, t.] — R3 mit 4(t) x ¥(t) # 0
bestimme:

e Tangentenvektor:

_ @)
t) = m)

e Binormalenvektor: Y(t) x A (¢)
_ ) <
PO = B <)

e Hauptnormalenvektor:

-
A
S
~—
|

b(t) x t(t)

e Krummung;:

e [orsion:
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