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12 Integration iiber Oberflichen

12.1 Oberflichenintegral einer Funktion

Definition 12.37 (Metrische Fundamentalform)
Sei B C R? ein regulires Gebiet und x: B — R? eine Parametrisierung des regulires Flichen-
stiick § = x(B), d. h. x ist injective auf B\ dB und fiir alle Punkte (u, v) € B ist die 3 X 2-Matrix
(x,(u,v), x,(u,v)) vom Rang 2 (die Spalten x,(u, v) und x,(u, v) sind linear unabhéngig).

Die (erste) metrische Fundamentalform von S (beziiglich x) an der Stelle x(u,v) ist die
symmetrische 2 X 2-Matrix

o, v) o= [ V) Xt V) xu(u,V)-xv(u,V))_

x,(u,v) - x,(u,v)  x,(u,v) - x,(u,v)
Ihre Eintrige

Eu,v) = 15, P, Fu,v) = x,u,v) - x(u,v), G, v) = 16, v)IP,
nennt man metrische Fundamentalgrofien von S (beziiglich x).

Merkregel 12.38 Man spricht von metrischen Fundamentalgrof3en, weil sich viele wichtige
metrische Begriffe durch sie ausdriicken lassen. Zum Beispiel hat das von den Vektoren x,(u, v)
und x,(u, v) aufgespannte Parallelogramm den Flicheninhalt

llx, X x|l = /det(g) = VEG — F2. (1)

Dies rechnet man einfach wie folgt nach:

1% X 201 = Il Isin(£Ce 2D = 1xdH 1]l VT = cos?(£(x,, x,))

= VIl 16l = 1l 1] P cos2(4(x, %)) = VIl 2 = (x, - x,)2.




Definition 12.39 (Oberflichenintegral einer Funktion)

Sei D c R? ein Gebiet, B ¢ D ein regulidrer Bereich, S ein reguldres Flichenstiick mit
Parametrisierung x: B — S und f: § — R eine stetige Funktion. Dann definieren wir das
Oberflichenintegral von f entlang S durch

ﬁf(X)dO = fo(X(u,V))leuXxvlld(u,V)-

Dabei ist fs f(x) dO unabhingig von der Wahl der Parametrisierung (was man mit der Trans-
formationsformel fiir das Riemannschen Integral iiber regulére Bereiche nachrechnen kann).

Folgerung 12.40 Sei D C R? ein Gebiet, B C D ein reguldirer Bereich, S C R® ein reguliires
Flichenstiick. Seien f, fi und f,: S — R stetige Funktionen und oy, a, € R. Analog zum
Riemannschen Integral iiber reguliire Bereiche in R? gilt analog:

1.

2.

Linearitiit: fs(al fi+ a2 2)dO = a; fS f1dO +a; fs f2dO.
Monotonie: Gilt fi(x) < f2(x) fiir alle x € S, so gilt auch [, f, dO < [; f,dO.

Bereichsadditivitiit: Seien S1,...,S; € R? regulire Flichenstiicke so das die Schnitt-
mengen S; N S ; fiir i # j nur aus endlich vielen Kurven bestehen. Fiir S = Uf:] S
gilt

k
f f(x)dO:Z j; f(x) do.
S i=1 YSi

Mittelwertsatz: Fiir reguldire Fldchenstiicke S gibt es stets ein xy € S mit fs fdo =
f(xo) [, 1dO.

(Vorsicht, dies braucht nicht mehr zu gelten, wenn S nicht zusammenhdngend ist; zum
Beispiel, wenn S aus mehreren reguliiren Flichenstiicken zusammengesetzt ist!)

Definition 12.41 Sei S c R? ein reguliires Flichenstiick. Die GroBe |S| = fs 1 dO nennt man
den Fldcheninhalt von S .

Wir gehen zunichst ein paar Beispiele durch.

Beispiel 12.42

1.

Sei B ¢ R? ein regulirer Bereich und f: B — R eine stetig differenzierbare Funktion.
Der Graph graph(f) von f iiber B ist die durch

u
x: B— R, x(u,v)::[ % }
fu,v)



parametrisierte regulire Flidche. Wir erhalten x, = (1,0, f,)"und x, = (0, 1, £,)T und

2
£7 (1f+]{ 1fi];§z)’ Vdet(g) = \J(+ 1+ )~ f2f2 = 1+ 2+ f2.

Etwas kiirzer hitte man auch rechnen konnen

Vdet(g) = I X xll = (= fur =f- DTl = 1+ 2+ f2.

Wir erhalten fiir den Flidcheninhalt eines Graphen also

leraph(f)| = f T+ @ o7 + P d(u,v)
B

. Mit der obigen Formel konnen wir z.B. den Flicheninhalt des durch x3 = x7 + x3,
0 < x; < 4 gebenen Paraboloidabschnittes S berechnen. Als regulidren Bereich wihlen
wir die Kreisscheibe B := { (u,v) € R? | ||(, v)|| < 2} und die Funktion f(u,v) := u® + V2,
so dass wir § = graph(f) erhalten. Nun konnen wir wie folgt mit Polarkoordinaten
rechnen:

us 2 2
|S|:f\/1+(2u)2+(2v)2d(u,v):ff V1+4r2rdrdg0:27tf r V1 +4r2dr.
B -1t JO 0

Mit der Substitution z = 1 + 4 2 kommen wir auf rdr = é dz und erhalten

17
U 27 3=17 0 2T, s
S| = Z 1 \/EdZ = ?[Zz]zzl = T(172 - 1).
. Eine weitere wichtige Klasse von Flidchen stellen die Rotationsflichen dar: Fiir eine
positive, stetig differenzierbare Funktion f: [a, b] — ]0, oo betrachten wir das durch

u
x: [a,b] X [-m, ] = R®,  x(u,v) = | f(u) cos(v)
S (u) sin(v)
parametrisierte Flachenstiick S = x(B), wobei B = [a, b] X [-m, 7t]. Damit ist S also

die Rotationsflache, die durch die Kurve u +— (u,0, f(u)) beim Rotieren um die erste
Koordinatenachse iiberstrichen wird. Diesmal erhalten wir

1 0 S f'(w)
x, =|f' () cos(v)|, x,=|—-f(u) sin(v)| und x, X x, =|—f(u) cos(v)|,
S’ () sin(v) S () cos(v) —f(u) sin(v)

also ||x, X x,|| = f(u) /1 + f’(u)?. Der Flicheninhalt von S betrégt also
b 7T
IS| = ff(u) 1+ f"(u)?d(u,v) = f f f 1+ f/(u)?dvdu
B a -7

b
:2nj‘ﬂm 1+ f/(u)? du.



12.2 Fluss eines Vektorfeldes durch eine Fliche

Definition 12.43 (Fluss eines Vektorfeldes durch eine Fliche)
Sei § C R? ein regulires Flidchenstiick mit Parameterisierung x: B — R>und sei F: § — R?
ein stetiges Vektorfeld. Die GroBe

fF-dé ::fF(x)-n(x)dO
S S

nennt man den Fluss von F durch S . Hierbei istn: S — R? gegeben durch

x, (1, v) X x,(u, v)
[, (e, v) X 2, (u, V)|

n(x(u,v)) =

das (orientierte) Normalenvektorfeld von S . Fiir konkrete Berechnungen konnen die folgenden
Identititen niitzlich sein:

fF .d0 = fF(x(u, v)) - (x,(u,v) X x,(u,v))d(u, v)
S B

= f det (2, (u, v), (1, v), F(x(u, v))) d(u, ).
B



12.3 Integralsatz von Green

Definition 12.44 (Wegintegral iiber Rand eines reguliren Bereichs)

Sei D c R? offen, F: M — R? ein stetiges Vektorfeld, B C D ein regulirer Bereich mit Rand
OB. Da B ein regulirer Bereich ist, gibt es endlich viele Kurven v;: [a;,b;] — R%,i=1,...,k,
die gemeinsam den Rand dB einmal im mathematisch positiven Sinne umlaufen, das heif3t,
der Vektor N;(?), den man aus ;(#) durch 90°-Rotation im Uhrzeigersinn erhilt, zeige aus dem
Bereich B hinaus. Dann ist das Wegintegral von F entlang des Randes 0B definiert durch

k b;
95 F(x)-d¥ = f FOi0) - 70 dr.
0B i—1 Yai

Satz 12.45 (Integralsatz von Green) Sei D C R? ein Gebiet und B C D ein reguliirer Bereich
und sei F: D — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

. (,0F, _ OF
¢ Feav= [ (G200-Fh0) e

Proor. Wir rechnen das fiir das Beispiel eines Rechteckes B = [a, b] X [c, d] explizit durch.
Der allgemeine Fall folgt dann, indem man das Gebiet mit einer Folge von geeignet gewihlten

Rechtecken ausschopft.
Wir parametrisieren den Rand des Rechtecks durch die Kurven

Vl(t) = (Z)» re [aa b]’ YZ(l) = (l;)’ re [Cv d]

b —
73<r>=(“+d Z), r € la,b] y4<r>=(c+j‘l_t), e le.d).

96F-d)?:fF-d)?+fF-di’+fF-d)?+fF-d)?
0B 72 Y4 71 73
SR ) () o [ )5) o
SR oo [RGS) () o
= f (Fa(b, x2) = Fa(a, x2)) dx; — f b(Fl(xl,d)—Fl(xl,c))dxl.

Nun verwenden wir den Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung und erhalten

OF oF
SEF di = ff—2<x1,xz)dx1dxz—ff—l(xl,mdxzdxl

oF OF,
f f —Z(Xl, X2) — 8—(?61, xz)) dx; dx;

F F
= f (Qm—ﬁ(x))d(xl,xz) O



12.4 Zirkulation und Wirbelstirke

Definition 12.46 (Wegintegral iiber Rand eines reguliren Flichenstiicks)

Sei M c R? offen, F: M — R? ein stetiges Vektorfeld, S C M ein reguliires Flichenstiick
mit stetigem Normalenfeld n: S — R3 und Rand 4S. Es gibt also endlich viele Kurven
yi: lai, bj] = R3,i=1,...,k, die gemeinsam den Rand einmal im positiven Sinn umlaufen,
das heiB}t, der Vektor y!(z) X n(y;(t)) zeige aus der Fliche hinaus. Dann ist das Wegintegral von
F entlang des Randes 0S definiert durch

k by
ﬁs F(x)- dx = Z f F()/i(t)) . ),l{(t) dr.
j=1 Ydi

Streng genommen hdangt das Vorzeichen des Wegintegrals von der Wahl des Normalenfeldes ab!
(Davon gibt es immer genau zwei verschiedene.)

Definition 12.47 (Zirkulation, Wirbelstiirke) Sei M C R? eine offende Menge und F: M —
R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Sei r C M eine (stiickweise) regulire, orientierte,
geschlossene Kurve mit Parametrisierung x: [a,b] — R>. Als Zirkulation von F entlang r
bezeichnet man die GrofBe

b
Z = SEF(X) -dx = f F(x(1)) - X'(¢) dr.

Sei nun x, € M ein fester Punkt und n € R? ein Einheitsvektor. Wir betrachten fiir den
Moment nur orientierte, regulédre Fldchenstiicke A € M mit Rand 0A, die x, als inneren Punkt
enthalten und an jedem Punkt den Vektor n als Flichennormale besitzen. Wir definieren die
Wirbelstirke des Vektorfeldes F beziiglich n am Punkt xy durch den Grenzwert

1
Wu(xo) = lim — F(x) - dx,
(x0) soeAch o 4] 5§A 0
nl

0—0

wobei B,(xo) den Ball mit Radius o um x, bezeichne.
Merkregel 12.48 Es gilt stets
W, (x0) = n - rot F(x).

Zum Nachweis vereinfachen wir die Situation durch eine geeignete Rotation und eine Ver-
schiebung dahingehend, dass n = (0,0, DT und xy = (0,0,0)". Damit liegt sowohl das re-
guldre Flachenstiick A als auch seine Randkurve 0A in der durch die ersten beiden Koordi-
natenachsen aufgespannten x;-x,-Ebene. Die Parametrisierung x von dA hat dann die Form

() = (x1 (0, x2(1),0)



Nun rechnet man mit dem Greenschen Integralsatz:

oF,

1 _ Green 1
ngf (- a2 | (G0 )= S ) dearx,

Da der letzte Integrand stetig ist, konnen wir den Mittelwertsatz der Integralrechnung benutzen
und finden einen Punkt x,.(A) € A mit

OF oF oF, oF
" f (o) = o), ) = FE00(A) = Z(A) = - ot F(x.(A)),

Geht nun p gegen 0, so muss auch x.(A) gegen x, konvergieren (denn ||x.(A) — xo|| < 0) und
man erhilt (weil rot F noch stetig ist)

. 1 S . _
W,(x0) = xoa}gg(m) m 56 F(x)-d¥x= lim n-rotF(x.(A)) =n-rot F(xp).

.XQEACBQ(XO)
nlA nlA
0—0 0—0

12.5 Integralsatz von Stokes

Satz 12.49 (Integralsatz von Stokes)
Sei M C R? offen, F: M — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, S C M ein reguliires
Flichenstiick mit Rand S . Dann gilt

95 F(x)-d@= 95 rot F(x) - dO.
N S
In Worten:

Die Zirkulation entlang der Randkurve ist gleich dem Integral der Wirbelstdrken auf der Fliche.

Proor. (Skizze) Zu gegebenem o > 0 zerlegt man das Fldchenstiick S in regulére, orientierte
Flachenstiicke S, .. .S, mit Durchmesser kleiner als o, so dass wann immer sich zwei
verschiedene Flidchenstiicke §; und § ; schneiden, die dies nur auf ihrem Rand tun und die
Randstiicke von 4S; und 85 ; auf ihrem Schnitt jeweils unterschiedlich orientiert sind. Man

erhilt dann
k(o)
56 F(x)-d¥ = 295 F(x) - d¥.
as o1 Jos;

Zu jedem dieser Flichenstiicke wihlt man einen Punkt x; € §; C S und bezeichnet mit n; die
Flichennormale an § (und damit an § ;) am Punkt x;. Nach Definition der Wirbelstéirke haben
Wir nun

56 F(x)-dxX =~ Wy (x;) ISl = nj-rot F(x))|S ;| = f rot F(x) - do.
s

S



Summiert man iiber alle Flachenstiicke, so erhilt man

k(o)
F(x)-dxX ~ frotF(x)-d5
9§S Z S;

j=1 J

und diese Approximation wird umso besser, je kleiner die Flidchenstiicke werden. Im Limes
o — 0 hat man schlieBlich

k(o)

F(x)-dx¥ = lim

frotF(x)-dézfrotF(x)-dé. O
S; s

J
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