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1 Unrestringierte Optimierung

1.1 Notwendige Bedingungen fiir lokale Extrema

Satz 1.1 Sei f: D C R" — R partiell differenzierbar und sei x, € D ein innerer Punkt von D
(d. h., es gibt einen Radius r > 0 mit B,(xy) C D).

i) Ist xo € D eine Extremalstelle von f, so gilt V f(x) = 0.

ii) Sei f zusdtzlich zweimal stetig partiell differenzierbar bei xy. Ist xq ein lokales Minimum
Maximum), so ist die Hessematrix H ((xy) positiv semidefinit (negativ semidefinit).
rXo)p 8

Erinnerung: Eine symmetrische Matrix M € R™" ist positiv semidefinit (negativ semidefi-
nit), falls fiir alle x € R” gilt: x"Mx > 0 (oder x"Mx < 0).

Proor. Nachweis fiir 1): Letzte Vorlesung.
Nachweis fiir i1): Wir gehen nur den Fall durch, dass x, ein lokales Minimum von f ist.
Betrachte wieder zur Richtung 4 € R" die Funktion g(¢) = f(xo + ¢ h). Wir haben

gt)=(h-V)f(xo+th) = (Vf(xo+th)'h
g’ () = (h-V)f(xo+1th) = h"Hy(xo + th) h.

Aus 1) folgt:
£'(0) = (Vf(x0))'h = 0.

Sei r > 0 mit B,(xy) € D. Wir verwenden die eindimensionale Taylorformal mit Lagrange-
Restglied: Fiir jedes ¢ mit |f] < r/|h| gibt es ein &(f) € ][, |¢|[ so dass:

1 1
8(0) = f(xo) < f(xo +th) = g(r) = g(0) + gkO) 1 + 55’"(50)) = g(0) + 58"(5(0) r



Wir erhalten
hTH (xo+E@ M) h =g" (&) >0 fiir alle hinreichend kleinen |¢].

Da x — H(x) nach Voraussetzung stetig ist, erhalten wir durch Grenziibergang |f| — 0 die
Ungleichung

hTH ¢(xo) h > 0. O

1.2 Hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema

Satz 1.2 Sei f: D Cc R" — R zweimal stetig partiell differenzierbar und sei x, € D ein innerer
Punkt von D.

Gilt Vf(xo) = 0 und ist die Hessematrix H(xo) positiv definit, so ist xo ein striktes lokales
Minimum von f.

Analog: Gilt V f(xy) = 0 und ist die Hessematrix H¢(xo) negativ definit, so ist x ein striktes
lokales Maximum von f.

Erinnerung: Eine symmetrische Matrix M € R™" ist positiv definit (negativ definit), falls
fiir alle x € R” gilt: x™Mx > 0 (oder x’Mx < 0). Insbesondere hat dies zur Folge, dass fiir den
betragsmiBig kleinsten Eigenwert A;(M) von M gilt: |1;(M)| > 0. Daher hat man

Mx > |, (M) |x] (bzw. x"™Mx < —|4;(M)] |x|2).

Proor. Wir behandeln nur den Fall, dass H¢(x,) positiv definit ist. Mit den Bezeichnungen aus
dem vorangegangenen Beweis erhalten wir wieder mit der Taylorformel:

1 1
g0 = g(0) + 578" (€)1 = g(0) + Y h)'H (x0 + th) (1 h).
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Benutzen wir nun, dass der betragsmaefig kleinste Eigenwerte A,(M) stetig von M abhingt,

so sehen wir, dass A;(H¢(xy + th)) > %/ll(H #(x0)) > 0 fiir hinreichend kleine [¢| gelten muss.
Insbesondere ist dann auch Hy(xo + ¢ h) positiv definit und wir erhalten

1
8(1) 2 8(0) + 5 Ay (Hy(xo + th) |t hf* > g(0). O

Beispiel 1.3 Sei f: R* — R gegeben durch f(x;,x;) = exp(—|x[*) = exp(—x] — x3). Man
rechnet schnell nach, dass

_(-2x ) ((4x3=2) 4dxix; 5
Vix) = (_2 x2)eXp( X[, und - He(x) =", nx (42— 2) exp(—[xI°).
Folglich ist xo = (0, 0)" der einzige kritische Punkt von f und die Hessematrix dort ist #(x0) =

0
(Das ist im Ubrigen auch das globale Maximum.)

(_2 _02), also negativ definit. Folglich liegt bei xo = (0,0)" ein striktes lokales Maximum.



Wir wissen bereits aus der Linearen Algebra: Eine symmetrische Matrix A € R™" ist positiv
definit genau dann wenn alle ihre Eigenwerte positiv sind. In der Regel ist es aber recht
miihsam, die Eigenwerte einer Matrix zu bestimmen. Ein etwas praktikableres Verfahren, um
die Positivdefinitheit einer symmetrischen Matrix zu testen liefert das Hurwitz-Kriterium (auch
Hauptminorenkriterium genannt).

Satz 1.4 (Hurwitz Kriterium) Eine symmetrische Matrix A € R™" ist genau dann positiv
definit wenn alle fiihrenden Hauptminoren det(A,), det(A,), ..., det(A,) positiv sind. Dabei
seien

aip ot A app -t dik
A=l D| ound A= | fiirke{1,2,...,n}
27 BN Ak - Okk

Bemerkung 1.5 Achtung! Negativ definite Matrizen besitzen in der Regel auch positive Haupt-
minoren! Als Beispiel sei die negativ definite Matrix

-1 0 O
A=(0 -1 O
0 0 -1

mit den fiihrenden Hauptminore det(A,) = 1 > 0 genannt.
Daher iiberpriift man besser eine Matrix A auf Negativdefinitheit, indem man das Hurwitz-
Kriterium auf —A anwendet.

Bemerkung 1.6 Achtung! Fiir semidefinite Matrizen kann man das Hurwitz-Kriterium nicht
benutzen. Die fithrenden Hauptminoren der Matrix

0 0 O
A=(0 -1 O
0 0 1

sind alle identisch zu 0, also nicht negativ. Trotzdem ist A nicht positiv semidefinit.

Beispiel 1.7 (Hurwitz Kriterium im R?) Ist f: R? — R eine zweimal stetig partiell differen-
zierbare Function und sei x, € R? ein kritischer Punkt von f (also sei V f(xy) = 0). Setze

fx1x1 (XO) fxlxz(xO) )

A = Hf(XO) - (fx2x1 ()CO) fxzxz(xo)'

Dann hat man

det(A)) = fox(Xo) und  det(A2) = fiyx, (X0) fror, (X0) = £, (X0).

Daher gilt:



1. Ist fy,x,(x0) frox, (X0) — 2 (x9) > 0Ound Sria (X0) > 0, so ist H(xo) positiv definit und xo

X1X2
ist ein striktes lokales Minimum.

2. Ist fi,x, (X0) frp, (X0) — 2 (x0) > Ound S (x0) <0, so ist —H ¢(xp) positiv definit und

X1X2
Xo ist ein striktes lokales Maximum.

Ist aber f;, .y, (X0) fr,x, (X0) — lexz(xo) < 0, so muss H(xy) einen positiven und einen negativen

Eigenwert haben. Man sagt dann, x, habe einen Sattelpunkt.

Definition 1.8 (Sattelpunkt) Sei f: D c R" — R zweimal stetig partiell differenzierbar und
sei xo € D ein stationdrer Punkt, d. h., Vf(xy) = 0. Besitzt Hy(x,) sowohl positive als auch
negative Eigenwerte, so nennt man x, einen Sattelpunkt.

Beispiel 1.9 Sei f: R* — R durch f(x;, x;) = 3x;x, — x; — x3 gegeben. Man hat
VF(x)= B x,—3x3,3x —3x3)T
und die einzigen (reellen) Nullstellen sind P; = (1, 1) und P, = (0, 0). Man hat

Hy(P)) = (_36 _36), det(H(Py)) = 27 > 0.

Wegen f,,., (P;) = —6 < 0 liegt bei P, ein striktes lokales Maximum vor.
Andererseits hat man

H/(Py) = ((3) (3)) det(H;(P,)) = -9 < 0.

Also liegt bei P, ein Sattelpunkt vor.

2 Ausblick: Optimierung unter Nebenbedingungen

Die bisherigen Beispiele behandelten vornehmlich Funktionen f: M C R" — R, bei denen der
Definitionsbereich M ausschlieBlich aus inneren Punkten bestand.

Wir mochten an einigen Beispielen auch etwas allgemeinere Optimierungsprobleme der
folgenden Form betrachten:

Finde xy € M mit f(xp) < f(x) fir alle x e M C R".

Hierbei nennt man M die zuldssige Menge.



2.1 Konvexe Mengen

Sei M = [a, b] C R ein abgeschlossenes Intervall und f: [a,b] — R.
Minimierungsaufgabe: Finde xy € [a, b] mit f(xy) < f(x) fiir alle x € [a, b].

Beispiel 2.1 Betrachten wir zum Beispiel die Funktion f(#) = sin(4 x) + 2 x auf dem Intervall
[2—72, 7t]. Diese hat mehrere kritische Punkte im Inneren des Intervalls, ndmlich { 73—T, %”, 47", 5?” }
Das globale Minimum liegt aber beim linken Randpunkt xy = a = 2= und hier hat man
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f(xg)=2+2 V3 > 0. Insbesondere gilt also f”(xp) # 0.

Um eine notwendige Bedingung erster Ordnung fiir lokale Minima zu bekommen kann man
hier wie folgt vorgehen:

Sei xp lokales Minimum von [a,b] C R. Fiir jedes y € [a,b] und jedes s € ]0, 1] ist
x = xo + s(y — xo) wieder ein Element des Intervalls [a, b]. Deshalb hat man

S(xo0) < f(x) = f(xo0 + s(y — x0)).
Wegen s > 0 folgt
S(xo + 5(y — x0)) — f(x0)

S

>0 firallese]0,1[

und im einseitigen Grenzwert erhélt man

f0) (v = %) = lim Sl + 5Gv _SXO)) —S30) S 0 firalley € [a. 5],

Diese Argumentation kann man analog auf partiell differenzierbare Funktionen f: M — R
fiir konvexe Mengen M C R” iibertragen und man erhélt als notwendige Bedingung erster
Ordnung fiir ein Minimum bei xy € M:

(Vf(x)'(y— x) =0 fiiralley e M.
Ersetzt man & = (y — xp), so erhilt man sinngeméif:
Lemma 2.2 Ist xy ein lokales Minimum der differenzierbaren Funktion f: M — R, so gilt
(Vf(x0))"h >0 fiir alle nach innen zeigenden Richtungen 4 € R".

Dies kann man auch fiir noch groB3ere Klassen von Mengen verallgemeinern, insofern man
einen geeigneten Begriff von “nach innen zeigenden Richtungen” entwickelt. Man spricht dann
auch von zuldssigen Richtungen.



2.2 Niveaumengen

Minimierungsaufgabe: Finde xo € M mit f(xy) < f(x) fiir alle x € M, wobei M von der Form
M ={x e R"| F(x) = 0} mit einer Funktion F': R" — R" ist.

Beispiel 2.3 Sei F: R> - R, F(x) = |s|> = 1. Dannist M = { x € R? | F(x) = 0} der Rand des
Einheitskreises. Fiir Punkte x = (x, x,) € M mit x, # 0 kann man eine Umgebung von x in M
lokal als Graph schreiben:

X =g1(x1) = AJ1 = oder x; = gy(x;) = — /1 — 2.

Ebenso kann man fiir x; # 0 eine Umgebung von x in M durch Graphen eineindeutig parame-

trisieren:
xp = g3(x) = J1 - X% oder x; = gu(xp) =— J1 = x%-

Lokale Minima von f kann man dann finden, indem man die Funktionen # — f(g;(¢), ) und
t— f(gt), 1), t — f(t,g3(t)) und t — f(t, g4(¢)) untersucht.

Dies wirft folgende Frage auf:

Unter welchen Voraussetzungen ist es moglich, die Losungsmenge einer Gleichung
F(x1, x2) = 0 lokal als Graph einer Funktion g zu schreiben?

Satz 2.4 (Satz iiber implizite Funktionen) Seien U, C R* und U, C R™ offene Mengen und
die Funktion F: U, x U, — R sei stetig differenzierbar. Der Punkt (xy,yo) € U, X U, erfiille
die Gleichung F(xo,yo) = 0 und die m X m-Matrix D,F(xo, o) sei invertierbar. Dann gibt es
eine offene Umgebungen V| C U, von x, eine offene Umgebungen V, C U, von y, und eine
stetige Funktion g: Vi — V, so dass gilt:

1. Fiir alle x € V gilt F(x, g(x)) = 0.
2. Ist (x,y) € Vi Xx Vo, mit F(x,y) =0, so gilt y = g(x).
Ferner ist g stetig differenzierbar mit Ableitung
Dg(x) = =D, F(x, g(x))™" DyF(x, g(x)).

Der Satz besagt also tatsdchlich, dass sich die Losungsmenge von F(x, y) = 0 in einer geeigneten
Umbegung vom Punkt (xy, yo) als Graph der stetig differenzierbaren Funktion g darstellen lisst:

{(y) eVixX V| F(x,y) =0} ={(x,g(x) | xe Vi }.

In diesem Sinne lésst sich die Niveaumenge zumindest lokal (fast) genauso gut behandeln, wie
eine offene Menge des R™.



Beispiel 2.5 Sei F: R? > R, F(x,y) = x*+y*—1,d.h. k = m = 1. Wir haben D, F(x,y) = 2.
Fiir Losungen (xo, yo) der Gleichung F(x,y) = 0 mit y # 0 sind also die Voraussetzungen des
Satzes tiber implizite Funktionen erfiillt. Am Punkt (xo, yo) = (%, g) haben wir zum Beispiel
DyF(x,y) = V2 # 0. Tatsichlich finden wir auch (durch analytische Rechnung) die Funktion
g(x) = V1 —x2, so dass F(x, g(x)) = 0 gilt. Der Satz iiber implizite Funktionen besagt fiir

Dg(x):

2x X

2Vi-2 V-2

Diese Ergebnis bekommt man natiirlich auch, wenn man g’(x) direkt aus dem analytischen
Ausdruck mit der Kettenregel berechnet.

g'(x) = Dg(x) = =D, F(x,g(x))™ DyF(x,g(x)) = —
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