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Buch Kap. 5.14 — Extrema mit Nebenbedingungen

h(x)=0

0 X,

Abbildung 5.23: Die Menge M = {x € D |h(x) = 0} furn =2
Raumdimensionen mit einer Nebenbedingung h : R? — R, d.h., m = 1.
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Buch Kap. 5.14 — Lagrange Multiplikatoren

Satz 5.15: Die Funktion f : D — R und die Abbildung h : D — R™ seien
stetig partiell differenzierbar auf einer offenen Menge D C R", n > m,
wobei die JAcOBI-Matrix h’(x) fiir jedes x € D den Rang m habe. Dann
gilt:

Ist xo € D eine lokale Extremalstelle von f unter der Nebenbedingung
h(x) = 0, so existiert eine (1 x m)-Matrix (Zeilenvektor)
L= ()\1, A2, eey )\m) mit

f’(Xo) +L h,(Xo) =0.

Die reellen Zahlen A1, A2, ..., A heiBen LAGRANGEsche Multiplikatoren.
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Buch Kap. 5.14 — Lagrange Multiplikatoren in 2d

Satz 5.16: Durch f : D — Rund g : D — R werden zwei stetig partiell
differenzierbare Funktionen auf einer offenen Menge D C R"
beschrieben. Dabei sei grad g(x) # 0 fir alle x € D. Ist xo € D eine
lokale Extremalstelle von f unter der Nebenbedingung g(x) = 0, so gilt

grad f(xo) + Agrad g(xo) =0

mit einer reellen Zahl A\ (LAGRANGE—Multiplikator).
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Buch Kap. 5.14 — Extrema mit Nebenbedingungen

Abbildung 5.24: Graph der Funktion f(x, y) = x2y mit Einschriankung
des Graphen auf die Nebenbedingungsmenge
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Buch Kap. 5.14 — Extrema mit Nebenbedingungen

y 83
y)= —
(x,y) Fye]
grad f(ks)
grad g(ks)
f(x,y)=-8—‘? ;
3x 54
grad f(k,) grad g(S)
grad g(k,) grad f(S)
fcy)=-1

Abbildung 5.25: Gradienten von f und g und Extremwerte von f(x, y) in
den Punkten Ki, . . ., Ks auf dem Niveau g(x,y) =0
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Buch Kap. 5.14 — Extrema mit Nebenbedingungen

Abbildung 5.26: Extremwerte von f(x, y) = x? 4+ 3y?> — 4 auf dem
Niveau x> —y —2 =10
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Buch Kap. 5.14 — Lagrange Funktion

f: D — Rundh: D — R™ seien stetig partiell diffbar auf
D C R", n > mmit rang(h’(x)) = m fiir jedes x € D.

Die Funktion L : D x R™ — R,
L(x, p) := F(x) — p'h(x)
heiBt Lagrange Funktion des Minimierungsproblems von f unter h = 0.

Ist x Extremalstelle von f unter h = 0 und X\ der zugehoérige Lagrange
Parameter, so gilt mit 4 = —X\

VL(x,p)=0.

Ist f 2mal stetig diffbar und x lokales Minimum von f unter h = 0, so gilt

W'V L(X, p)w > 0 fiir alle w € ker Dh(x).



