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Aufgabe 1) (7 Punkte )

Gegeben sei die Funktion

f : R× (−1,∞) → R, f(x, y) := cos(x) · ln(1 + y) + 3xy − 2y + 1 .

a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades T2 von f zum Entwick-
lungspunkt (x0, y0) = (0, 0) .

b) Zeigen Sie, dass für alle (x, y) ∈ D := [−0.1, 0.1]× [−0.1, 0.1] gilt:

|f(x, y)− T2(x, y)| ≤
4

1000
.

Lösung:

a) (3 Punkte)

f(x, y) = cos(x) · ln(1 + y) + 3xy − 2y + 1 f(0, 0) = 1
fx(x, y) = − sin(x) · ln(1 + y) + 3y fx(0, 0) = 0
fy(x, y) = cos(x) · 1

1+y
+ 3x − 2 fy(0, 0) = −1

fxx(x, y) = − cos(x) · ln(1 + y) fxx(0, 0) = 0
fxy(x, y) = − sin(x) · 1

1+y
+ 3 fxy(0, 0) = 3

fyy(x, y) = cos(x) · −1
(1+y)2

fyy(0, 0) = −1

T2(x, y) = 1− y +
1

2
(2 · 3xy − y2) = 1− y + 3xy −

y2

2
.

Alternativ über bekannte Reihenentwicklungen von cos und ln

(1−
x2

2
±· · · ) (y−

y2

2
±· · · )+ 3xy− 2y+1 = y−

y2

2
+ 3xy− 2y+1+ Terme mit Potenz > 2 .

b) (4 Punkte)

Für die Fehlerabschätzung berechnen wir für die Beträge aller dritten Ab-
leitungen eine, für alle (x, y) ∈ D gültige, gemeinsame obere Schranke.

| fxxx(x, y) | = | sin(x) ln(1 + y) | ≤ | ln(1 + y)| < 1 wegen [0.9; 1.1] ⊂ [e−1; e1]

| fxxy(x, y) | =

∣

∣

∣

∣

cos(x) ·
−1

1 + y

∣

∣

∣

∣

≤
1

1 + y
≤

1

0.9
=

10

9

| fxyy(x, y) | =

∣

∣

∣

∣

sin(x) ·
1

(1 + y)2

∣

∣

∣

∣

≤
1

(1 + y)2
= (

10

9
)2 =

100

81
.

| fyyy(x, y) | =

∣

∣

∣

∣

cos(x) ·
2

(1 + y)3

∣

∣

∣

∣

≤
2000

81 · 9
.

Die Beträge aller dritten Ableitungen von f , in allen Punkten aus D , sind
also betragsmäßig nach oben durch C := 2000

81·9
beschränkt.

Der Fehler |f(x, y)− T2(x, y)| kann wie folgt abgeschätzt werden:

|f(x, y)−T2(x, y)| ≤
23

3!
·‖(x, y)‖3

∞
·C ≤

8

6
·
1

103
·
2000

81 · 9
=

8

81 · 9 · 3
<

1

10 · 27
<

1

250
.
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Aufgabe 2) (2 + 2 + 2 Punkte)

Gesucht ist ein Minimum der Funktion

f(x, y) := x2 + 2x + y2 + 4y + 5

unter der Nebenbedingung

h(x, y) := cos(x+ 1) + sin(y) − 1 = 0.

a) Zeigen Sie, dass P0 = (−1, 0)T ein zulässiger Punkt ist, in dem die Regu-
laritätsbedingung erfüllt ist.

b) Weisen Sie nach, dass P0 = (−1, 0)T zusammen mit einem geeigneten
Multiplikator ein stationärer Punkt der zugehörigen Lagrange–Funktion ist.

c) Zeigen Sie, dass im Punkt P0 = (−1, 0)T ein lokales Minimum der Funk-
tion f unter der gegebenen Nebenbedingung vorliegt.

Lösung:

a) Zulässigkeit:

h(−1, 0) := cos(−1 + 1) + sin(0) − 1 = 1− 0− 1 = 0 . (1 Punkt)

Regularitätsbedingung: grad h(x, y) = (− sin(x+ 1), cos(y) )T

=⇒ gradh(−1, 0) = (0, 1)T 6= (0, 0)T . (1 Punkt)

b) Mit L := f + µh muss für den stationären Punkt gelten:

Lx(x, y, µ) = 2x+ 2 + µ(− sin(x+ 1)) = 0 ,

Ly(x, y, µ) = 2y + 4 + µ(cos(y)) = 0 ,

Lµ(x, y, µ) = cos(x+ 1) + sin(y) − 1 = 0.

Im gegebenen Punkt also

Lx(−1, 0, µ) = −2 + 2 + µ(− sin(0)) = 0 ,

Ly(−1, 0, µ) = 0 + 4 + µ(cos(0)) = 4 + µ
!
= 0 ,

Lµ(−1, 0, µ) = h(−1, 0) = 0 .

Alle drei Bedingungen werden mit µ = −4 erfüllt. (2 Punkte)

c) Für die Hessematrix rechnet man Hx L(x, y;µ) =

(

2− µ(cos(x+ 1)) 0

0 2− µ(sin(y))

)

.

Hx (−1, 0;−4) =

(

2 + 4 0

0 2

)

ist also positiv definit. Somit liegt in

P0 ein Minimum von f unter der Nebenbedingung h = 0 vor. (2 Punkte)



Analysis III, 23.02.2017, WiSe 2016/2017, Lösungen (Hinze/Kiani) 4

Aufgabe 3: (3+4 Punkte)

a) Gegeben seien das Kraftfeld K auf R
3 und die Kurve r : [0, π] → R

3

K(x, y, z) :=









yz

xz

xy









, r(t) :=





cos2(t)
1 + sin2(t)

t



 .

Berechnen Sie ein Potential zu K und die Arbeit, die aufgewendet werden
muss, um einen Massenpunkt entlang der Kurve r von r (0) nach r (π)
zu bewegen.

b) Es sei D :=











x

y

z



 ∈ R
3, z 6= 0







und

f : D → R
3, f (x, y, z) =

(

yz , −xz ,
x+ y

z

)T

.

Berechnen Sie das Kurvenintegral
∫

c
f (x, y, z)d(x, y, z)

von f längs der Kurve

c : [0 , 2π] → R
3, c (t) = (2 · cos(t), 2 · sin(t), et )T .

Lösung:

a) Sei φ ein Potential für K . Dann gilt

Φx = yz , Φy = xz , Φz = xy .

Φx = yz ⇐⇒ Φ(x, y, z) = xyz + c(y, z)

Φy = xz + cy(y, z)
!
= xz ⇐⇒ c(y, z) = d(z)

=⇒ Φ(x, y, z) = xyz + d(z)

Φz = xy + d′(z)
!
= xy .

Φ(x, y, z) = xyz ist ein Potential zu K . Damit gilt
∫

r
K (x, y, z)d(x, y, z) = Φ( r (π))−Φ( r (0)) = Φ(1, 1, π)−Φ(1, 1, 0) = π .

b)

f( c (t)) :=





2 sin(t) · et

−2 cos(t) · et
2 cos(t)+2 sin(t)

et



 , ċ(t) :=





−2 sin(t)
2 cos(t)

et



 .
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∫

c
f(x, y, z)d(x, y, z) =

∫ 2π

0

< f(c(t)), ċ(t) > dt

=

∫ 2π

0

−4 sin2(t)et − 4 cos2(t)et + 2 cos(t) + 2 sin(t) dt

=

∫ 2π

0

−4et (sin2(t) + cos2(t)) + 2 cos(t) + 2 sin(t) dt

=

∫ 2π

0

−4et dt + 2 [ sin(t)− cos(t) ]2π0 = −4e2π + 4 .


