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Sie haben 60 Minuten Zeit zum Bearbeiten der Klausur.

Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt
mit Threm Namen und Threr Matrikelnummer.

Tragen Sie bitte zunéchst Thren Namen, [hren Vornamen und Thre Matrikelnum-
mer in DRUCKSCHRIFT in die folgenden jeweils dafiir vorgesehenen Felder
ein.

Diese Eintragungen werden auf Datentrédger gespeichert.

Name:
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Matr.-Nr.:
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Wertung nach DPO : ‘ zus. mit Differentialgleichungen I ‘ ‘ ‘ Einzelwertung ‘ ‘

Ich bin dariiber belehrt worden, dass die von mir zu erbringende Priifungsleistung
nur dann bewertet wird, wenn die Nachpriifung durch das Zentrale Priifungsamt
der TUHH meine offizielle Zulassung vor Beginn der Priifung ergibt.

(Unterschrift)

Losen Sie die 3 angegebenen Aufgaben.

Aufg. Punkte Korrekteur
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Aufgabe 1) (7 Punkte )
Gegeben sei die Funktion

f:Rx (-1,00) = R, f(z,y):= cos(z) -In(1+y) + 32y — 2y +1.

a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades 75 von f zum Entwick-
lungspunkt (xg,yo) = (0,0).

b) Zeigen Sie, dass fiir alle (z,y) € D :=[-0.1, 0.1] x [-0.1, 0.1] gilt:

— T < —.
Loésung:
a) (3 Punkte)
f(z,y) = cos(z) - In(l+y) + 32y — 2y +1 f(0,0) =1
fe(x,y) = —sin(z) - In(1+y) + 3y f2(0,0) =0
fyle,y) = cos(x) - 1= + 3z — 2 1,(0,0) = —1
fmm(xa y) = = COS(:E) ’ ln(l + y) fzz(oa O) =0
fa:y(xay) = —Sin(l’) ’ Fly + 3 fxy(oao) =3
fyy(x>y) = cos(z) - (11;,)2 fyy(070) = -1
1 2 y?
Lry)=1-y+ 52 3y —y)=1-y+3zy— 7.

Alternativ iiber bekannte Reihenentwicklungen von cos und In
72 y? y?

(1—Ej:~ ) (y—;j; c )+ 3y —2y+1 = y—;—l— 3xy — 2y +14 Terme mit Potenz > 2.

b) (4 Punkte)

Fiir die Fehlerabschédtzung berechnen wir fiir die Betrége aller dritten Ab-
leitungen eine, fiir alle (z,y) € D giiltige, gemeinsame obere Schranke.

| Fona(@,y) | = [sin@)In(1+9) | < [In(1+y)] < 1 wegen [0.9;1.1] € [ese!]

-1 1 1 10
| foay(T, ) | = COS(x)'m' S14, 5090 0
1 1 10 100
2 2000
| fyyy(@,y) | = | cos() - (1+y)3 81-.9

Die Betréige aller dritten Ableitungen von f, in allen Punkten aus D, sind
also betragsmiBig nach oben durch C := 2% heschrinkt.

819
Der Fehler |f(z,y) — Ta(x,y)| kann wie folgt abgeschéitzt werden:
23 8 1 2000 8 1 1

~T <. P.O0< it = < < —.
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Aufgabe 2) (2 + 2 + 2 Punkte)

Gesucht ist ein Minimum der Funktion
flzy) =2 +20 + y* + 4y +5
unter der Nebenbedingung

h(z,y) := cos(z+ 1) + sin(y) —1 = 0.
a) Zeigen Sie, dass Py = (=1, 0)T ein zulissiger Punkt ist, in dem die Regu-
laritatsbedingung erfiillt ist.

b) Weisen Sie nach, dass Py = (-1, 0)7 zusammen mit einem geeigneten
Multiplikator ein stationdrer Punkt der zugehorigen Lagrange-Funktion ist.

c) Zeigen Sie, dass im Punkt Py = (—1, 0)7 ein lokales Minimum der Funk-
tion f unter der gegebenen Nebenbedingung vorliegt.

Losung:

a) Zulassigkeit:
h(—1,0) := cos(—=1+1) + sin(0) =1 =1-0—1 = 0. (1 Punkt)
Regularitéitsbedingung: grad h(z,y) = (—sin(z + 1), cos(y) )*
= grad h(—1,0) = (0,1)T # (0,0)T. (1 Punkt)

b) Mit L := f 4 ph muss fiir den stationdren Punkt gelten:

Loy, ) = 20+2 + p(—sin(z + 1)) =0,
Ly(x,y, 1) = 2y +4 + plcos(y)) =0,
L,(z,y,p) = cos(x+1) + sin(y) —1 =

Im gegebenen Punkt also

Ly(—1,0,1) = 0+4 + p(cos(0)) =4+ pu= 0,
LM(_laOMU/) == h(_].,O) =0.
Alle drei Bedingungen werden mit p = —4 erfiillt. (2 Punkte)

2 - +1
c¢) Fiir die Hessematrix rechnet man H g L(z,y; u) = ( pu(cos(x )

244 0
Hw(_1703_4) = ( 0 2)

Py ein Minimum von f unter der Nebenbedingung h = 0 vor. (2 Punkte)

ist also positiv definit. Somit liegt in

0

0 2 — p(sin(y))

)
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Aufgabe 3: (344 Punkte)

a) Gegeben seien das Kraftfeld K auf R® und die Kurve 7 : [0,7] — R3

vz cos?(t)
K(z,y,2) = | zz |, r(t) = | 1 +sin%(t)
t
Ty

Berechnen Sie ein Potential zu K und die Arbeit, die aufgewendet werden
muss, um einen Massenpunkt entlang der Kurve = von 7 (0) nach ()
zu bewegen.

x
b) Essei D := y| € R 2z+# 0 und
z

T
f:D—R, f(z,y,2) = (yz,—xz,ﬁy)
z

Berechnen Sie das Kurvenintegral

/C £ @y, 2)d(z, . 2)

c : [0, 27] - R c(t) = (2-cos(t), 2-sin(t), e")T.

von f ldangs der Kurve

Losung:

a) Sei ¢ ein Potential fiir K . Dann gilt

¢, =yz, &, =uz2, D, =2ayY.

¢, =yz <— P(x,y,2) = zyz + c(y,2)
O, = zz+¢y(y, 2) = opr = c(y,z) = d(z)
= P(z,y,2) = zyz + d(z)
O, = ay + d(z) = zy.
®(x,y,2) = xyz ist ein Potential zu K . Damit gilt

/ K (z,y,2z)d(z,y,2) = ®(r(7))—P(r(0)) = D(1,1,7)— P(1,1,0) = .

2sin(t) - € —2sin(¢)
f(c(t)) = | —2cos(t)-e" |, c(t) == | 2cos(t)
2 cos(t)+2 sin(¢) t

et €
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/c F(x,y,2)d(z,y,2) = /07r < fle(t),e(t) > dt

2m
—4sin*(t)e! — 4cos?(t)e’ + 2cos(t) + 2sin(t) dt

Il
S—

—4e" (sin?(t) + cos?(t)) + 2cos(t) + 2sin(t) dt

I
ﬁ
3

2
—detdt + 2 [sin(t) — cos(t) o7 = —4e*™ + 4.

I
S~



