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Inhalte Analysis Ill.
Differential- und Integralrechung mehrerer Variabler:
e Partielle Ableitungen, Differentialoperatoren.
e Vektorfelder, vollstandiges Differential, Richtungsableitungen.
e Mittelwertsadtze, Satz von Taylor.
e Extrema, Satz iiber implizite Funktionen.
e Implizite Darstellung von Kurven und Flachen.
e Extrema bei Gleichungsnebenbedingungen.
e Newton-Verfahren, nichtlineare Gleichungen und Ausgleichsrechnung.
e Bereichsintegrale, Satz von Fubini, Transformationssatz.
e Potentiale, Integralsatz von Green, Integralsatz von GauB.

e Greensche Formeln, Integralsatz von Stokes.
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17 Differentialrechnung mehrerer Variabler

17.1 Partielle Ableitungen

Im folgenden sei

f(x1,...,Xn) eine skalare Funktion, die von n Variablen abhangt.

Beispiel: Die Zustandsgleichung eines idealen Gases lautet pV = RT.

Jede der drei GroBen, p (Druck), V (Volumen), T (Temperatur), lasst sich wie
folgt als Funktion der anderen darstellen, wobei R die universelle Gaskonstante.

RT

= V\T) = —

p p(V,T) v
R

Vo= vp,T =N
P

V

T = TV =

ANALYSIS IIT TUHH, WINTERSEMESTER 2015/2016 ARMIN ISKE




LHH
KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Partielle Ableitungen.

Definition: Sei D C R™ offen, f: D — R, x° € D.

o f(x) heiBt in x° nach x; partiell differenzierbar, falls der Grenzwert

of ) = lim f(x° + tei) — f(x°)
0%y . t—0 t
— im fx9,oyx e x%) = f(x9,.xD X8
t—0 t

existiert, wobei e; den i-ten Einheitsvektor bezeichnet. Den Grenzwert
nennt man die partielle Ableitung von f(x) nach xi im Punkt x°.

e Existieren fiir jeden Punkt x° € D die partiellen Ableitungen nach jeder
Variablen xi, 1= 1,...,n und sind diese stetige Funktionen, so nennt
man f(x) stetig partiell differenzierbar oder eine C'-Funktion.

]
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Beispiele.
e Betrachte die Funktion
2 2
f(x1,%x2) =x7 + x5
Fiir einen Punkt x° € R? existieren beide partiellen Ableitungen und diese
sind auch stetig:
of of
—(x%) = 2x; —(x%) = 2x,
aX] aXZ
Die Funktion f ist also eine C'-Funktion.
e Die Funktion
f(x1,%x2) = %1 + [x2]
ist im Punkt x° = (0,0)7 partiell differenzierbar nach der Koordinate x1,
aber die partielle Ableitung nach x, existiert im Ursprung nicht!
]
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Konkretes technisches Beispiel.

Der Schalldruck einer eindimensionalen Schallwelle ist gegeben durch
p(x,t) = Asin(ax — wt)

Die partielle Ableitung
0
d A cos(ax — wt)

0x

beschreibt zu einer festen Zeit t die 6rtliche Anderungsrate des Schalldrucks.
Die partielle Ableitung

0
a—E = —wA cos(ox — wt)

beschreibt fiir einen festen Ort x die zeitliche Anderung des Schalldruckes.
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Differentiationsregeln.

e Sind f, g partiell nach x; differenzierbar, o, 3 € R, so gelten die Regeln

O (of) + Bglx)) = o () + B (x)
O (10 90x) = () glx) + Flx) o (x)
of dg
d (m) _ dx; (X) ’ g(X) - f(X) ) dx; (X) . g(x) # 0
oxi \ g(x) g(x)?

e Man verwendet alternativ die Bezeichnungen

D f(x°) oder fxi(xo)

fiir die partielle Ableitung von f(x) nach x; in x°

ANaLysis 111
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Gradient und Nabla-Operator.

Definition: Sei f: D — R, D C R™ offen, und partiell differenzierbar.

e Man bezeichnet den Zeilenvektor

grad f(x°) := (%(xo), ey aan(xo)>

als Gradient von f(x) in x°.

e Weiterhin bezeichnet man den symbolischen Vektor

V = (%,...,%)T

als Nabla-Operator.

e So bekommt man den Spaltenvektor

T
V f(x°) = (ﬁ(xo),. of (x0)> .

e o , -
0Xq 0Xn
O]
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Weitere Differentiationsregeln. Seien f(x) und g(x) partiell
differenzierbar. Dann gelten die folgenden Differentiationsregeln.

grad (af + fg) = o-gradf+f3-gradg
grad (f-g) = g-gradf+f-gradg
grad (5) = é(g-gradf—f-grad g) firg#o0
Beispiele:

e Sei f(x,y) = e* -siny. Dann gilt:

grad f(x,y) = (€* - siny, e* - cosy) = e*(siny, cosy)

o Fiir r(x):=[|x]2 = /X% + ...+ xZ gilt
X X
radr(x) = = fur (x £ 0)
: EEIR PP 7o

wobei x = (x1,...,Xn) Zeilenvektor.
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Partiell differenzierbar impliziert nicht Stetigkeit.
Beobachtung: Eine (nach allen Koordinaten) partiell differenzierbare Funktion
ist im Allgemeinen nicht stetig.

Gegenbeispiel: Betrachte die Funktion f : R? — R, definiert durch

X - .
ﬁ fur (X,y)#()

0 fir (x,y) =0

f(X, U) =

Die Funktion f(x,y) ist auf ganz R? partiell differenzierbar, und es gilt

fx(0,0) = fy(0,0)=0

of y xzy .

&(X)y) - (X2+y2)2 _4(X2+y2)3 fUI’ (X)y) #(O)O)

of _ X 4 xyz fii
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Beispiel (Fortsetzung).
Berechnung der partiellen Ableitungen im Ursprung (0, 0):

————0
_ 2 1 22
0.0 = lim (LO=FO0 _ . (t*+0°) ~0
0x t—0 t t—0 t
0-t
_ 2 2\2
0,00 = fim OO0 02H)T
ay t—0 t t—0 t
Aber: Im Nullpunkt (0,0) ist die Funktion nicht stetig, denn
11 1.1 €L n?
n—o0 nn (% ) % 4 % %) na 4

und somit gilt
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Bemerkung. um die Stetigkeit einer partiell differenzierbaren Funktion f
zu garantieren, benotigt man somit zusatzliche Voraussetzungen an f.

Satz: Ist f: D — R, D C R™ offen, in einer Umgebung von x° € D partiell

of
differenzierbar, und sind die partiellen Ableitungen . i=1,...,n, dort

beschrinkt, so ist f(x) stetig in x°.

Beachte: In unserem vorigen Beispiel sind die partiellen Ableitungen von f in
einer Umgebung der Null (0,0) nicht beschrankt, denn es gilt

of Y X2y
—(x,y) = —4 fir (x 0,0).
aX( )y) (X2+y2)2 (X2+y2)3 ( >U) #( ) )
[J
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Beweis des Satzes.

Fiir ||x — x°||eo < €, mit € > 0 hinreichend klein, schreiben wir:

f(x)—f(xo) - (f(X],...,Xn_],Xn)—f(Xh...,Xn_],XSL))

0 0 0
(F(X1y ey Xn—1y%Xn) — F(X1ye ey Xn—2,X1_1,X1,))

+
+ (f(X],. . ->XSL—1>X(T)L) _ f(X1,. .. >X101—2>XSL—1)X(T)L))

o (Fx1, X3, x) = FX9, . X))
Fiir jede Differenz auf der rechten Seite betrachten wir f als univariate Funktion:
g(xn) — g(x%) == f(x1, 0oy X1y Xn) — F(X1y e oy X1, X2)

Da f partiell differenzierbar, ist g differenzierbar und es gilt der Mittelwertsatz

gxn) — g(x%) = g'(&n) (xn — x5

. . . . O
fiir ein geeignetes &;, zwischen x,, und xj,.
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Vollendung des Beweises.
Anwendung des Mittelwertsatzes auf jeden Term der rechten Seite ergibt somit

of .

f(x) —f(xo) = W(xh...,xn_hén) - (xXn —x73,)
of
o5 ; X1y vy Xn—2,&n—1,Xn) - (Xn—1 —X5_1)
of
+ K(E»])Xg)“-vxgl)'bq_x?)

Mit der Beschranktheit der partiellen Ableitungen gilt
f(x) — £(x%)] < Cilx1 —x8| + ...+ Cnlxn — X2
fiir ||x —x°||oo < €, und damit ist f(x) stetig in x°, denn es gilt
f(x) — f(x°) fiir ||[x — x%[|so — O. m

Folgerung: Stetig partiell differenzierbare Funktionen sind stetig, d.h. C' ¢ C°.
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Hohere Ableitungen.

Definition: Eine skalare Funktion f(x) sei auf einer offenen Menge D C R™
partiell differenzierbar. Sind die partiellen Ableitungen von f erneut partiell
differenzierbar, so erhalt man simtliche partiellen Ableitungen zweiter
Ordnung von f mit

o°f 0 of firi,j =1 n
= u = e .
an aXi an aXaL ) ’ ’

Beispiel: Partielle Ableitungen zweiter Ordnung einer Funktion f(x,y):

o°f 9 [of o°f  d [of o°f %
0x2  Ox \0x/’ 09yox 9y \ox/)’ Oxdy Jy?

Seien nun iy,...,1k € {1,...,n}. Dann definiert man rekursiv

ok f 0 okt
aXik axik_1 N aXi] o aXik 6xik_1 aXik_z N aXi]
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Ableitungen hoherer Ordnung.

Definition: Die Funktion f(x) heiBt k-fach partiell differenzierbar,
falls alle Ableitungen
o~ f
axik aXik_1 N axh

fir alle i1,...,ix € {1,...,n}

der Ordnung k auf D existieren.

Alternative Notation:
okf

=D
aXik aXik71 e aXi]

D

1k Mk

.« o Di'l f — fxi] Xiz---xi

k

Sind alle Ableitungen k-ter Ordnung stetig, so heiBt die Funktion f(x) k-fach
stetig partiell differenzierbar oder auch C*-Funktion auf D. Stetige

Funktionen f(x) nennt man C°~Funktionen. ]
- - . s . . . n :L . aTLf .
Belsplel. Fiir die Funktion f(X] yooo ,Xn) = Hi:1 X5 gllt - T TH ?
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Partielle Ableitungen nicht beliebig vertauschbar.

ACHTUNG: Die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen durchzufiihren
sind, ist im Allgemeinen nicht beliebig vertauschbar!

Beispiel: Fiir die Funktion

xy——3_ fir (x,y) # (0,0)
f(x,y) =9

0 fiir (x,y) = (0,0)

berechnet man direkt

ey (0,0 =-3(ﬁwm0=—1

dy \ 0x
0 ([ of
fyx(0,0) = F™ (@(O,O)) = +1
d.h. fxy (0,0) # fyx(0,0). O]

ANArysis IIT TUHH, WINTERSEMESTER 2015/2016 ARMIN ISKE 18




UH
KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER

Vertauschbarkeitssatz von Schwarz.

Satz: Ist f: D — R, D C R™ offen, eine C?-Funktion, so gilt

0% f 0% f

an aXi aXi an

Beweisidee: Zweifache Anwendung des Mittelwertsatzes (Ubung).

Folgerung: Ist f(x) eine C*-Funktion, so kann man die Reihenfolge der
Differentiationen zur Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur k-ten
Ordnung beliebig vertauschen!
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Beispiel. Berechne fiir die Funktion
f(x,y,z) =y?zsin(x3) + (coshy + 17€XZ)ZZ

die partielle Ableitung dritter Ordnung f,..

Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen ist beliebig vertauschbar, da f € C3.

e Differenziere zunachst nach z:
f,(x,y,2) = y?sin(x>) + 2z(coshy + 176"2)

e Differenziere dann f, nach x (damit fillt coshy raus):

0
fox(X,y,2) = I ( Zsin(x3) + 2z(coshy + 17e"2)>
= 3x*y%cos(x®) + 68xze*”
e Fiir die partielle Ableitung von f, nach y erhalten wir schlieBlich

fxyz(x> Yy Z) = 6xzy COS(Xs)

ANALYSIS IIT TUHH, WINTERSEMESTER 2015/2016 ARMIN ISKE
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Der Laplace-Operator. Der Laplace-Operator ist definiert durch

aZ

i=1

>

Fiir eine skalare Funktion u(x) = u(x1,...,Xn) gilt somit

e

Q

ALL: E Xzzux]x]+-..+uxnxn.
i=1 "1

e Beispiele fiir (relevante) partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung:
1

Au — U = 0 (Wellengleichung)
1 . : :
Au — Ut = 0 (Warmeleitungsgleichung)

Au = 0 (Laplace-Gleichung oder Potentialgleichung)

e Falls Au =0, so heit f harmonisch.
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Beispiel: Fir u(x) = u(r(x)), kurz u =u(r), wobei r = ||x|

2, gilt
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Vektorwertige Funktionen.

Definition: Sei f : D — R™, D C R™ offen, f = (f1,...,fm)" eine
vektorwertige Funktion. Die Funktion f heit partiell differenzierbar in
x° € D, falls fiir allei=1,...,n die Grenzwerte

of f(x0 + tey) — F(x°)

axi (X ) - tllno t

existieren. Die Berechnung erfolgt komponentenweise

of1
aXi
of . .
(x") = : firi=1,...,m.
aXi
ofm
aXi
U]
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Vektorfelder.

Definition: Fir m = n nennt man die Funktion f : D — R™ ein Vektorfeld

auf D. Ist jede Koordinatenfunktion fi(x) von f = (f1,...,fn)" eine

CKk-Funktion, so nennt man f ein C*-Vektorfeld. O
Beispiele fiir Vektorfelder:

e Geschwindigkeitsfelder von stromenden Fliissigkeiten oder Gasen;

e elektromagnetische Felder;

e Temperaturgradienten in Festkorpern.

Definition: Fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld f : D — R™ definiert
man die Divergenz in x € D durch

div f(x) := i ofi (x),
i=1

axi

oder
divf(x) = V'f(x) = (V, f(x)).
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Rechenregeln und Rotation.

Bemerkung: Es gelten die folgenden Rechenregeln:

div(af +Bg) = «divf+pdivg fuir f,g: D — R"
div(p-f) = (Vo,f)+ @divf fire:D - R, f:D — R"

Bemerkung: Ist f: D — R eine C2-Funktion, so gilt fiir den Laplace-Operator

Af = div (VF)

Definition: Fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld im R3 f:D — R3,
D C R3 offen, f = (f1,f2,f3)", definiert man dessen Rotation in x € D durch

T
ofs of, ofy ofz ofy  ofy
rot f(x) := — , — , —
aXZ aX3 aX3 aX1 aX] aXZ x
L]
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Alternative Notationen und weitere Rechenregeln.

€1 e €3

rot f(x) =V x f(x) = a,aq aiz 623
fq 2 f3

Bemerkung: Es gelten die folgenden Rechenregeln:
rot (of + fg) = orotf+Protg fir f,g: D — R3
rot(p-f) = (Vo) xf+ @rotf firo:D - R,f: D — R3
Bemerkung: Ist ¢ : D - R, D C R3, eine C2-Funktion, so folgt
rot (V) =0

mit dem Vertauschbarkeitssatz von Schwarz, d.h. Gradientenfelder sind stets

rotationsfrei. L]
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17.2 Das vollstandige Differential

Definition: Sei D C R™ offen, x° € D und f : D — R™. Die Funktion f(x)
heiBt differenzierbar in x° (oder vollsténdig differenzierbar bzw.
total differenzierbar in xo), falls es eine lineare Abbildung

I(x,x°) := A - (x —x°)
mit einer Matrix A € R™*™ gibt, fiir die die Approximationseigenschaft

f(x) =f(x°) + A (x—x°) +o(||x — x°||)

gilt, d.h.
o f(x)—f(x°)—A - (x—x%)
[im 5 =0.
x—x9 ||X — X H
U]
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Das volistandige Differential.

Bezeichnungen: Man nennt die lineare Abbildung | das (vollsténdige
Differential oder das totale Differential von f(x) im Punkt x°, und

man bezeichnet | mit df(x°).

Die zugehorige Matrix A heiBt Jacobi-Matrix oder Funktionalmatrix von
f(x) im Punkt x° und wird mit Jf(x°) (manchmal auch mit D f(x®) oder mit
f'(x°)) bezeichnet.

Bemerkung: Fiir m =n = 1 erhalten wir die bekannte Beziehung
f(x) = f(xo0) + f'(x0) (x — x0) + o(lx — xol)

fiir die Ableitung f'(xo) im Punkt x.

Bemerkung: Im Fall einer skalaren Funktion (m = 1) ist A = a ein Zeilenvektor
und a(x — x°) ein Skalarprodukt (a”,x — x°). O
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Volistandige und partielle Differenzierbarkeit.

Satz: Seif:D - R™, x° ¢ D ¢ R™, D offen.

(a) Ist f(x) in x° differenzierbar, so ist f(x) auch stetig in x°.

(b) Ist f(x) in x° differenzierbar, so ist das (vollstindige) Differential und damit
auch die Jacobi-Matrix eindeutig bestimmt und es gilt

of1 ofy

0 0
K(X ) a(x ) gradfy (x°)
0fm 0fm
W(XO) N W(XO) gradfm(xo)

(c) Ist f(x) eine C'-Funktion auf D, so ist f(x) auf D differenzierbar.

ANALysis I1I1 TUHH, WINTERSEMESTER 2015/2016 ARMIN ISKE 29
M KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER

Beweis von (a): Ist f in x° differenzierbar, so gilt nach Definition

o f(x)—f(x°)—A - (x—x9)
lim

x—x0 HX—XOH

=0.

Daraus folgt aber

lim |[|f(x) —f(x°)—A- (x —x%)|| =0,

x—x0

und wir erhalten

||f(x) —f(xO)H < ||f(x) —f(x°)—A- (x—xO)H +||A - (x—xO)H

— 0 fiir x — x°

Damit ist die Funktion f stetig im Punkt x°. ]
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Beweis von (b): Sei x = x® +tey, [t| <&, 1€ {1,...,nk
Da f im Punkt x° differenzierbar ist, folgt
f(x) —f(x°) — A - (x —x°)

lim =0
x—x0 I = x| og
Wir schreiben nun
f(x) —f(x°) — A - (x —x°) B f(x° +te;) — f(x°) tAe;
Ix = %Ol t ]
t [f(x°+ te;) — F(x°)
= — — Aei
t] t
— 0 (t — 0)
Daraus folgt
_ f(x° + tey) — f(x°) :
lim = Ae; i=1,...,n.
t—0 t
Beweisidee fiir (c): Anwendung des Mittelwertsatzes (Ubung). m
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Beispiele.

e Betrachte die skalare Funktion f(x1,%2) = x71e?*2. Dann lautet die
Jacobi-Matrix:

Jf(x1,%2) = gradf(x1,x2) = e**2(1,2x7)
e Betrachte die Funktion f : R3 — R2, definiert durch

X1X2X3
f(x1,x2,x3) = |
sin(x7 + 2x2 + 3x3)

Die Jacobi-Matrix ergibt sich in der Form

a101 af] aﬁ
0x; O0x2 0x X2X3 X1X3 X1X2
Woaxaxs) = | or or, of, |-

i 3%, Oxs cos(s) 2cos(s) 3cos(s)

wobei s = x7 4+ 2x2 + 3x3.
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Weitere Beispiele.
e Sei f(x) = Ax, A € R™*™ und x € R™. Dann gilt

Jf(x) = A fur alle x € R™

e Sei f(x) = xTAx = (x,Ax), A € R™*™ und x € R™. Dann gilt

of
aXi

= (ei, AX> + <X, Aei>
= e]Ax+x'Ae;
= XT (AT + A)ei

Daraus folgt
Jf(x) = gradf(x) = x" (AT + A)
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Das volistandige Differential.

Bemerkung: Fiir eine differenzierbare Funktion f(x) gilt

f(x+Ax) = f(x )—I—Jf( ) - Ax + o(||Ax||)

= f(x)+ Z —Axk +o(||Ax|)

somit

in erster Naherung fiir die Anderung um y = f(x).

Definition: Sei f: D — R™, D C R™ offen, und x° € D. Dann notieren wir

of of
df(x%) = —(x°)dx1 + ...+ =—(x°)dxn,
ax1 0Xn
wobei dx1,...,dx,, die Differentiale der Koordinaten Xx1,...,Xn heillen,

und df(x°) das vollsténdige Differential von f(x) in x°.
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Volistandiges Differential und Funktionalmatrix.

Beobachtung: Mit der Darstellung

of of
df(x°) = — (x%)dx; + ... + — (x°)dxn,
0% 0Xn
und dxi(x) =xx —x¥, 1 < k < n, ergibt sich ein wichtiger Zusammenhang

zwischen dem totalen Differential df(x°) und der Funtionalmatrix Jf(x°) mit

n

of

df(x°)(x —x%) = Y (x%)(xic — x§) = IF(x®) - (x —x°),
Xk
k=1
d.h.
df (x°)(x — x°) = JF(x°) - (x —x°)
O]
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Differentiationsregeln.
Satz:

e Linearitat: Sind f,g : D — R™ differenzierbar in x° € D, D offen, so ist
auch of + B g, «, B € R, differenzierbar in x° und es gilt

d(af +Bg)(x°) = adf(x®)+ B dg(x°)
Joaf +Bg)(x°) = aJF(x°)+ B JIg(x%)

o Kettenregel: Ist f: D — R™ differenzierbar in x° € D, D offen, und ist
g : E — R differenzierbar in y° = f(x°) € E C R™, E offen, so ist go f
ebenfalls in x° differenzierbar.

Fiir die Differentiale gilt
d(g o f)(x°) = dg(y°) o df(x°)
und analog fiir die Jacobi-Matrizen

J(gof)(x°) = Jg(y°) - JF(x°)
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Beweis von (a): Folgt mit der Linearitdt von J und der o.g. Beziehung zu d.
Beweis von (b): Fiir Funktionen r; = o(||Ax||) und r; = o(||Ay||) gilt

y="Ff(x) = f(x°) +JIF(x°)(x—x°) +r(x)
z=gly) = gly°)+Jg(y°)y—y°) +raly)

Aus der ersten Beziehung bekommt man insbesondere
ly =yl < IIFCN] - flx = x| + [l (x)]]

und somit folgt weiterhin, dass

—yO f(x) — f(x° r
ly yOIIZH() E) )H§||Jf N+ [[r1(x OH
[x —x°] [x —x° [x —x°
fiir x — x° beschrankt ist.
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SchlieBlich gilt die Entwicklung

g(f(x)) = g(f(x°)) +Jg(y®) - IF(x°) - (x —x°) + Ig(y°) - r1 (x) + r2(y),

flr deren Rest

man erhalt:
ri(x) r2(y)
[x = %O * [lx — x°

ri(x) ra(y)  Jly—y
Jg(y°) + :
Ix —=xC|  |ly—y°|| |x—xO|

Jg(y°) -

°l

Mit der Stetigkeit von f(x) in x° folgt y — y° fiir x — x° und somit

ol
m ———
x—x0 ||X — XOH

=0.
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Beispiel zur Kettenregel.

Sei h:I — R™, I C R Intervall, eine in ty € I differenzierbare Kurve mit Werten
in D C R™, D offen, und f: D — R eine in x° = h(ty) differenzierbare skalare
Funktion.

Dann ist auch die Komposition

(foh)(t) =f(hi(t),..., hn(t)

in to differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt:
(foh)(to) = Jf(h(to)) - Jh(to)

= gradf(h(to)) - h'(to)

= of
— za_ tO hk(to)

U]
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Richtungsableitungen.

Definition: Sei f: D — R, D C R™ offen, x° € D, und v € R™\ {0} ein Vektor.
Dann heif3t o o
f tv) — f
D, f(x°) := lim T+ tv) — F(x)
t—0 t

die Richtungsableitung (Gateaux-Ableitung) von f(x) in Richtungv. [

Beispiel: Betrachte f(x,y) = x> +y? und v = (1,1)". Dann gilt fiir die
Richtungsableitung von f(x,y) in Richtung v:

(x+t)2+(y+1t)?2—x2—y?

Dufloy) = tli—r>nO t
_ g XU A2yt
N tI—>O t
= 2(x+vy).
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Bemerkungen.
e Fiir v = e; ist die Richtungsableitung in Richtung v gegeben durch die
partielle Ableitung nach Koordinatenrichtung x;:

of
aXi

Dy f(x%) = —(x°).

e Ist v ein Einheitsvektor, also ||v|| =1, so beschreibt die Richtungsableitung
D,f(x°) den Anstieg (bzw. die Steigung) von f(x) in Richtung v.

o Ist f(x) in x° differenzierbar, so existieren simtliche Richtungsableitungen
von f(x) in x° und mit h(t) = x° + tv gilt
D, f(x°) = %(f o h)‘t:O = gradf(x°) - h'(0) = gradf(x°) - v

Dies folgt unmittelbar aus der Anwendung der Kettenregel.
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Eigenschaften des Gradienten.

Satz: Sei f: D — R, D C R™ offen, in x° € D differenzierbar. Dann gilt:
(a) Der Gradientenvektor gradf(x®) € R™ steht senkrecht auf der Niveaumenge
N,o :={x € D|f(x) = f(x°)}

Im Fall n = 2 nennt man die Niveaumengen auch Héhenlinien, und im
Fall n = 3 heiBen die Niveaumengen auch Aquipotentialflichen.
(b) Der Gradient gradf(x®) ist die Richtung des steilsten Anstiegs von f in x°.
Beweisidee:
(a) Kettenregel: f(x(t)) = f(x°), somit gradf(x°) - x(0) = 0;
(b) Fiir beliebige Richtung v gilt mit Cauchy-Schwarzscher Ungleichung
Dy £(x%)| = I(gradf(x®),v)| < [[gradf(x°) |2 - [Iv]2

Gleichheit wird fiir Maximum v = gradf(x°)/||gradf(x°)||2 angenommen. OJ
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Krummlinige Koordinaten.

Definition: Sei @ : U — V, U,V C R™ offen, eine C! -Abbildung, fiir die die
Jacobimatrix J®(u®) an jeder Stelle u® € U regular ist. Weiterhin existiere die
Umkehrabbildung ®~' : V — U, und diese sei ebenfalls eine C'-Abbildung.

Dann definiert x = ®(u) eine Koordinatentransformation von den

Koordinaten u auf die Koordinaten x. ]

Beispiel (Polarkoordinaten): Betrachte fiir n = 2 die Polarkoordinaten
u=(r,@) mitr>0und —7t < @ < 71 und setze

X = TCOsQ®
Yy = Tsing
mit den kartesischen Koordinaten x = (x,y). ]
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Umrechnung partieller Koordinatenableitungen.
Fiir alle u € U mit x = ®(u) gelten die Relationen
O (D) = u
JO ' (x) - JDO(u) = I, (Kettenregel)
JO7(x) = (JO(u)!
Sei nun f:V — R eine Funktion mit
f(u) := f(®(u))
Dann folgt aus der Kettenregel:
of « of 0d; o ; of
= — = )
oui ~ 2o o~ 29 o,
j=1 ") j=1 )
mit 50
ij j G Yy — JCD T
9" = 3w (u) = (g") = (JO(w))
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Notationen.

Wir verwenden die abkiirzende Schreibweise

0 ¢« y 0
o~ 295,

Analog lassen sich die partiellen Ableitungen nach x; durch die partiellen

Ableitungen nach u; ausdriicken mit

wobei

Man erhilt diese Beziehungen durch Anwendung der Kettenregel auf ®~'. O
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Beispiel: Polarkoordinaten.

Wir betrachten die Polarkoordinaten

T COos
x=®(u) = M
TSin @

Dann berechnet man

cos@ —Tsin@

JO(u) =
sin@  TCOSQ®
und damit
1 .

N cos @ sin @ cos @ —;sm(p

(g") = (gij) = ]
—Tsin@ TCOosSQ sin @ — COS @

T
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Partielle Ableitungen fiir die Polarkoordinaten.

Fiir die Umrechnung der partiellen Ableitungen bekommt man nun

0 0 1. 0
& = COS(Pa—;SIn(p%
0 . o 1 0
E = sm(pa—i—;cosq)%

Beispiel: Umrechnung des Laplace-Operators auf Polarkoordinaten:

92 , 0% sin(2e) 0?2 sin @ 92 sin(2¢) @ sin @ 0
5 = CosTQp—— — + > 5 + 5 + ~
ox or T 0rdQ T4 0@ T 0 T or
02 _ 02 sin(2 02 cos® @ 02 sin(2 0 cos® @ 0
L (2¢) N Zcp . (2@) n ¢ 0
dy or T 0rdQ T4 0@ T o T or
02 02 02 1 92 10
A = 2t 32" a2 T 32 2 T A
0x oy or T4 00 T OT
]
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Beispiel: Kugelkoordinaten.

Wir betrachten die Kugelkoordinaten

T COSs (p cos O
x=@Q(u)=| rsingcosd

Tsin0

Die Jacobi-Matrix ist dann gegeben durch

cos@cos® —rsin@cos® —rcos@sind
JO(u) =] sin@cos® Tcos@cos® —rsin@sind

sin 0 0 rcos0
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Partielle Ableitungen fiir die Kugelkoordinaten.

Fiir die Umrechnung der partiellen Ableitungen bekommt man nun

i = oS cosei—sm—(pi—lcos sin® —
ox B¢ or  rcosf 0 1 P50
0 ] 0 cos@ 0 1 . .

= 0 — = 0 _—
oy sin ¢ cos ar+rcose 20 rsm(psm 30
0

32 = smGaJr;cosG%

Beispiel: Umrechnung des Laplace-Operators auf Kugelkoordinaten:

A 62+ 1 62+162+26 tan© 0
0r2  12cos?20 0?2 12002 r Or r2 00"
U
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17.3 Mittelwertsatze und Taylor-Entwicklungen

Satz (Mittelwertsatz): Sei f: D — R eine auf einer offenen Menge D C R™
differenzierbare, skalare Funktion. Weiterhin seien a,b € D Punkte in D, so dass
die Verbindungsstrecke

[a,b] :={a+t(b—a)|t e [0,1]}
ganz in D liegt. Dann gibt es eine Zahl © € (0,1) mit
f(b) — f(a) = grad(f)(a+ 6(b—a)) - (b —a).

Beweis: Wir setzen
h(t) :=f(a+ t(b—a))

Aus dem Mittelwertsatz fiir eine Veranderliche folgt dann mit der Kettenregel

f(b) —f(a) = h(1)—h(0)=h'(8)-(1-0)
— grad(f)(a+0(b—a))- (b—a).
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Definition und Beispiel.

Definition: Gilt [a,b] C D fiir alle Punkte a,b € D, so heiit D konvex. H

Beispiel zum Mittelwertsatz: Gegeben sei die skalare Funktion
f(x,y) := cos(x) + sin(y)
Offensichtlich gilt

£0,0) = f(m/2,m/2) =1 =  f(n/2,7/2) —£(0,0) =0

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein 8 € (0,1) mit
grad(f)(0(m/2,7/2)) - (t/2,7/2) = 0

In der Tat gilt diese Beziehung fiir 8 = % [
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Mittelwertsatz gilt nur fiir skalare Funktionen.

Beachte: Der Mittelwertsatz fiir mehrere Variablen gilt fiir skalare Funktionen,
aber i.a. nicht fiir vektorwertige Funktionen!

(Gegen)Beispiel: Betrachte die vektorwertige Funktion

(= U)o
sin(t)
Nun gilt
0 1 —1
f(rt/2) —£(0) = — =
1 0 1
und
- - - —sin(07/2)
fflo-=)-(=—0)==
RN

ABER: Die Vektoren auf der rechten Seite haben die Langen V2 bzw. /2 [
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Der Mittelwert-Abschatzungssatz.

Satz (Mittelwert-Abschitzungssatz): Die Funktion f : D — R™ sei
differenzierbar auf der offenen Menge D C R™. Weiterhin seien a,b Punkte in
D mit [a,b] C D. Dann gibt es ein 6 € (0,1) mit

[f(b) —f(a)[]2 < [[Jf(a+8(b—a))  (b—a)2
Beweis: Fiir g(x) = v'f(x), mit festem v € R™ \ {0}, gilt
grad(g)(x) = v' Jf(x)
Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein © € (0,1) mit
g(b) —g(a) = grad(g)(a+06(b—a)) - (b—a)

und somit gilt v (f(b) —f(a)) =v'Jf(a+0(b—a)) - (b—a). Mit der
Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt hiermit

v' (f(b) —f(a))l < |lv2 - [If(a+6(b—a)) - (b—a).

Fiir v:= f(b) — f(a) folgt hieraus die Behauptung. O
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Allgemeiner Mittelwert-Abschatzungssatz.

Satz (Mittelwert-Abschitzungssatz): Die Funktion f : D — R™ sei
differenzierbar auf der offenen Menge D C R™. Weiterhin seien a,b Punkte in D
mit [a,b] C D. Dann gilt fiir jede Vektornorm || - || eine Abschatzung der Form

[f(b) —f(a)|| < sup [[JF(E)] - [b—al].
&€la,b]

Beweisidee: Wie im vorigen Satz, jedoch mit der Integraldarstellung

:
(f(b) — f(a)) = <J Jf(a+t(b—a)) dt> . (b—a)

0

und der Standardabschatzung

:
< J |A(t)] dt fir A(t) e R™™  te[0,1].
0

J1 A(t) dt

0
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Taylor-Entwicklungen: Notationen.

Zunachst definieren wir einen Multiindex & € Nj als

o= (xX1y...,0n) € N§

Weiterhin sei

| == o1 + ...+ o und xli=o1! - ogy!

Ist f: D — R |o|-mal stetig differenzierbar, so setzen wir

o o a|0€|f
D*=D{' D$?...DY" =
e y
172 n oxJ ... 0xa"
wobei D' = Dj ... Dj, und wir schreiben
~——r
ai-mal
X . X1 X2 08 - _ n
x* =x7" X3 xp fir x = (x1,...,xn) € R™.
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Der Satz von Taylor.

Satz (Satz von Taylor): Sei D C R™ offen und konvex, f: D — R eine
C™*1_Funktion, und sei x° € D. Dann gilt fiir x € D die Taylor-Entwicklung

f(x) = Tm(6x%) +Rm(xx°)
D*f(x9)
.0 _ Oy
Tn(xx7) = Z T(X x")
lx|<m
R xx®) — D*f(x° + 0(x — x°)) 0o
wiix) = Y . = x)
locl=m~+1
mit einem geeigneten © € (0,1). H

Definition: In der obigen Taylor-Entwicklung heiBt T, (x;x°) Taylor-Polynom

m-ten Grades und Ry, (x;x°) wird als Lagrange-Restglied bezeichnet. [
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Herleitung der Taylorschen Formel.
Wir definieren eine skalare Funktion einer Variablen t € [0, 1] als
g(t) := f(x° + t(x — x°))

und berechnen die Taylor-Entwicklung um t = 0. Es gilt:

“(8)-(1—0)2  fiirein £ (0,1).

9(1) = g(0) +¢'(0) - (1-0) + 59
Die Berechnung von ¢’(0) liefert mit der Kettenregel
d
g'(0) = —F(x§+t(x1 —x9),x9 +tlx2 —x9), ..., x% + tlxn —x9))|,_,

dt
= Dif(x%)(x1 = x0) + ... + Dof(x) (xn —x%)

— Z %EXO)(X_XO)(X.

[o|=1
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Fortsetzung der Herleitung.

Berechnung von g (0) liefert

2
g (0) = d f(x + t(x — x° )‘t:O

dt?
— ii O+ t(x —x9)) (x —x9)
S dt — koK t=0
= Dy 1f(x°)(x1 —x3)2 + D21 f(x) (x1 —xI)(x2 —x9)

+ ...+ Dyf(x )(xi—xg)(xj —x?)+...+

Dn—1,nf(xo)(xn—1 - X%—] )(xn — X(T)L) + Dnnf(xo)(xn - X(T)L)z
D*f 0
= Z #(x —x%)« (Vertauschungssatz von Schwarz!)
o
Nun: Beweis der Taylor-Formel mittels vollstandiger Induktion! [
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Beweis des Satzes von Taylor.

Die Funktion g(t) := f(x® + t(x — x°)) ist (m + 1)-mal stetig differenzierbar,
und es gilt
mo (k) (m+1)
v 9700 g (6) L
g(l) = E n + Ry fir ein © € [0, 1]

Weiterhin gilt (per Induktion iiber k)

(k) o f(0
g (0) _ D*f(x") 0y«
w2 g )
lo|=k
und
gm*1)(0) _ Z D*f(x° + 0(x —x°)) (x — x°)*
(m+1)! ! |
lot|=m+1
O
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Beispiel.
Berechne das Taylor-Polynom T, (x;x°) zweiten Grades der Funktion
f(x,y,z) = xy? sinz
zum Entwicklungspunkt (x,y,z) = (1,2,0)T.
Berechnung von T,(x;x°) benétigt partielle Ableitungen bis zur 2. Ordnung.
Diese Ableitungen miissen am Punkt (x,y,z) = (1,2,0)T ausgewertet werden.
Als Ergebnis erhilt man T,(x;x°) in der Form
T (x;x°) =4z(x +y —2)
]
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Bemerkung. Das Restglied eines Taylor-Polynoms enthalt alle partiellen
Ableitungen der Ordnung (m + 1):

Rm(X;XO) _ Z D(xf(xo +(Xe!(x_x0))(x_x0)oc

lot|=m+1

Sind alle diese Ableitungen in der Nihe von x° beschrinkt durch eine Konstante
C, so gilt die Restgliedabschatzung

m+1

R (x;x0)] < — 57 Clx—x

(m+4 1)!
Fiir die Approximationsgiite des Taylor-Polynoms einer C™*'-Funktion folgt

f(x) = T (x;x°) + O (|Jx — x°|| ™) .

Spezialfall m = 1: Fiir eine C2-Funktion f(x) bekommt man

f(x) = f(x°) + grad(f)(x°)(x — x°) + O(||x —xOHZ).
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Die Hesse-Matrix.

Man nennt die Matrix

fX]X] (XO) AR fX]Xn (XO)
H¢(x%) =

anX] (XO)
die Hesse-Matrix von f(x) im Punkt x°.

Hesse-Matrix = Jacobi-Matrix des Gradienten VT

Die Taylor-Entwicklung einer C3-Funktion lautet

1
f(x) = f(x°) + grad f(x°)(x — x°) + z(x —xO)TH¢(x9) (x — x%) + O(||]x — x°||?)
Die Hesse-Matrix einer C2-Funktion ist symmetrisch. [
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18 Anwendungen der Differentialrechnung
mehrerer Variabler

18.1 Extrema von Funktionen mehrerer Variablen

Definition: Sei f: D — R, D C R™, und x° € D. Dann hat f(x) in x°
e ein globales Maximum, falls f(x) < f(x°) fiir alle x € D.
e ein strenges globales Maximum, falls f(x) < f(x°) fiir alle x € D \ {x°}.
e ein lokales Maximum, falls es ein € > 0 gibt mit

f(x) < f(x°) fiir alle x € D mit ||x — x°|| < .

e cin strenges lokales Maximum, falls es ein ¢ > 0 gibt mit:

f(x) < f(x°) fiir alle x € D \ {x°} mit ||x — x°|| < .
Analoge Definitionen gelten fiir Minima. [J
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Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema.

Satz: Besitzt f(x), f € C', in einem Punkt x° € D° ein lokales Extremum
(Minimum oder Maximum), so gilt

grad(f)(x°) = 0.

Beweis: Fiir ein beliebige Richtung v € R™, v #£ 0 ist die Funktion
@ (t) == f(x° + tv)

in einer Umgebung von t° = 0 stetig differenzierbar.

Weiterhin hat ¢(t) bei t° = 0 ein lokales Extremum. Damit folgt:
©'(0) = grad(f)(x°) -v =0
Da dies fiir alle v # 0 gilt (insbesondere v = grad(f)(x°)), folgt die Bedingung
grad(f)(x°) = 0.
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Bemerkungen.

e Die Bedingung grad(f)(x®) = 0 liefert ein nichtlineares Gleichungssystem
zur Berechnung von x = x° mit n Gleichungen und n Unbekannte.

e Die Punkte x° € D® mit grad(f)(x°) = 0 nennt man stationire Punkte
von f(x). Stationdre Punkte sind nicht notwendigerweise lokale Extrema.
Zum Beispiel besitzt die Funktion

fx,y) == —

den Gradienten
grad(f)(x,y) = 2(x, —y)
und hat daher nur einen stationiren Punkt: x° = (0,0)T. Der Punkt

x® = (0,0)7 ist jedoch ein Sattelpunkt von f.

Definition: Ein stationirer Punkt x° von f heiBt Sattelpunkt, falls es in jeder
Umgebung von x° zwei Punkte x' und x? gibt mit f(x') < f(x°) < f(x?2). O
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Klassifikation stationarer Punkte.

Satz: Sei f(x) eine C2-Funktion auf D° und x° € DO ein stationarer Punkt von
f(x), d.h. grad(f)(x°) = 0.

(a) Notwendige Bedingung
Ist x° ein lokales Extremum von f(x), so gilt:

x° lokales Minimum = H¢(x°) positiv semidefinit;

x° lokales Maximum = H¢(x°) negativ semidefinit;

(b) Hinreichende Bedingung
Ist H¢(x°) positiv definit (bzw. negativ definit), so ist x° ein strenges
lokales Minimum (bzw. Maximum) von f(x).

Ist H¢(x°) indefinit, so ist x° ein Sattelpunkt, d.h. es gibt in jeder
Umgebung von x° Punkte x' und x> mit f(x') < f(x°) < f(x?).
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Beweis zu (a): Sei x° ein lokales Minimum. Fiir v # 0 und € > 0 hinreichend
klein folgt aus der Taylor-Formel

f(x° 4+ ev) — f(x°) = = (ev) "H¢(x® + Bev)(ev) > 0 (1)

N —

mit 6 = 0(e,v) € (0,1).

Der Gradient in der Taylorentwicklung verschwindet, grad(f)(x°) = 0, denn x°
ist stationar. Aus (1) folgt

v H¢(x® + 0ev)v > 0 (2)

Da f(x) eine C2-Funktion ist, ist die Hesse-Matrix eine stetige Abbildung. Im
Grenzwert ¢ — O folgt daher

v H:(x°)v>0

aus (2), d.h. H¢(x%) ist positiv semidefinit. m
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Beweis zu (b): Ist H¢(x®) positiv definit, so ist H¢(x) ebenfalls in einer
hinreichend kleinen Umgebung x € K, (x°) € D um x° positiv definit. Dies folgt
aus der Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen.

Fiir x € K¢ (x°), x # x° gilt damit

f(x) — f(x°) = %(X—XO)THf(XO +0(x—x))(x—x°) >0

mit © € (0,1), d.h. f(x) hat in x° ein strenges lokales Minimum.

Ist H¢(x°) indefinit, so existieren zu Eigenwerten von H¢(x°) mit verschiedenen
Vorzeichen bestimmte Eigenvektoren v, w mit

viH:(x%)v >0 und w H:(x%)w < 0

und somit ist x° ein Sattelpunkt. O

Geometrische Interpretation: Die Hesse-Matrix kann positive und negative
Eigenwerte besitzen. Die zugehorigen Eigenvektoren geben dabei Richtungen an,
in denen die Funktion wachst beziehungsweise fallt. [
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Bemerkungen.

e Ein stationirer Punkt x° mit det(H¢(x°)) = 0 heiBt ausgeartet. Die
Hesse-Matrix besitzt dann den Eigenwert A = 0.

e Ist x° nicht ausgeartet, so gibt es 3 Fille fiir die Eigenwerte von H¢(x°):

alle Eigenwerte sind positiv. = x° ist strenges lokales Minimum;
alle Eigenwerte sind negativ. => x° ist strenges lokales Maximum;

es gibt positive und negative Eigenwerte = x° ist Sattelpunkt.

e Es gelten die folgenden Implikationen:

x° lokales Minimum &= xO strenges lokales Minimum

2 g
H¢(x°) positiv semidefinit &= H¢(x°) positiv definit

Bemerkung: Fiir keine der obigen Implikationen gilt die Umkehrung. [
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Weitere Bemerkungen.

e Ist f(x) eine C3-Funktion, x° ein stationirer Punkt von f(x) und H¢(x°)
positiv definit, so gilt die Abschatzung:

(x_xO)T Hf(xo) (X_XO) 2 Amin : HX_XOHZ

wobei Anmin den kleinsten Eigenwert der Hesse-Matrix bezeichnet.

Nach dem Satz von Taylor gilt dann

1
f(X) _f(xo) 2 Z)\mion_xOHz_{_R3(x;xo)

}\min
Ll Gt )

mit einer geeigneten Konstanten C > 0.

Um x° wichst f(x) somit mindestens quadratisch mit dem Abstand zu x°.

L]
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Beispiel. Wir betrachten die Funktion
fx,y) =y?(x — 1) +x*(x + 1)
und suchen die stationaren Punkte:
grad(f)(x,y) = (y* +x(3x 4 2),2y(x — 1))
Die Bedingung grad(f)(x,y) = O liefert die beiden stationdren Punkte
x® = (0,0)7 und x! = (=2/3,0).
Die jeweiligen Hesse-Matrizen von f an den Stellen x° und x' lauten

0 2 0 : —2 0
H:(x") = und He(x') =
0 -2 0 —-10/3

H¢(x') ist negativ definit, somit ist x' ein strenges lokales Maximum von f(x).

Die Matrix H¢(x°) ist indefinit, somit ist x° ein Sattelpunkt. ]
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18.2 Implizit definierte Funktionen

Ziel: Untersuche Lésungsmengen von nichtlinearen Gleichungssystemen
g(x) =0

mitg: D — R™, D C R™, d.h. betrachte m Gleichungen fiir n Unbekannte mit
m<n,

d.h. wir haben weniger Gleichungen als Unbekannte. Man nennt dann das
Gleichungssystem unterbestimmt und die Losungsmenge G C R™ enthalt
gewoOhnlich unendlich viele Punkte. [
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Auflésbarkeit von (nichtlinearen) Gleichungen.

Frage: Kann man das System g(x) = 0 nach bestimmten Unbekannten, zum
Beispiel den letzten m Variablen x,,_mi1,...,Xn, auflésen?

Mit anderen Worten: Existiert eine Funktion f(x7,...,Xn_m) mit
g(X) =0 — (Xn—m—l—h"'axn)T :f(x1>-'°)xn—m)°
Terminologie: “Auflosen” bedeutet also die letzten m Variablen durch die

ersten n — m Variablen zu beschreiben.

Weitere Frage: Nach welchen m Variablen lasst sich das Gleichungssystem
auflésen? Ist die Auflosung global auf dem Definitionsbereich D moglich oder
nur lokal auf einer Teilmenge D C D?

Geometrische Interpretation: Die Losungsmenge G von g(x) = 0 l3sst sich

(zumindest lokal) als Graph einer Funktion f darstellen. O
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Beispiel.

Die Kreisgleichung
gix,y) =x* +y*> —12 =0 firr >0

definiert ein unterbestimmes nichtlineares Gleichungssystem, denn wir haben
zwei Unbekannte (x,y), aber nur eine Gleichung.

Die Kreisgleichung lasst sich lokal auflésen und definiert dabei vier Funktionen:

= +v/1r2—x2 fir —r<x<r

= +/r2—y? fir —r<y<r
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Beispiel.
Sei g(x) eine affin-lineare Funktion, d.h. g hat die Form
g(x) =Cx+b firCeR™™beR™

Wir spalten die Variable x in zwei Vektoren auf
x =X, xnem) T €R™™  und - x(?
Aufspaltung der Matrix C = [B, A] ergibt die Darstellung
g(x) = Bx" + Ax?) + b
mit B € Rmx(n—m) A ¢ Rmxm

Das Gleichungssystem g(x) = O ist genau dann nach den Variablen x(?)

(eindeutig) auflosbar, falls A regular ist:

g(x) =0 — x?) = —A"T(BxV +b) = f(x(1).

= (Xn—m—H yoo. )Xn)T e R™
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Fortsetzung des Beispiels.
Frage: Wie kann man die Matrix A in Abhangigkeit von g schreiben?
Aus der Darstellung
g(x) =Bx'" + Ax?) + b
erkennt man direkt, dass
og
_ (1) (2)
A= WE) (x'", x4
gilt, d.h. A ist die Jacobi-Matrix der Abbildung
x(2) g(xm,x(z))
fiir festes x(1)]
Fazit: Auflosbarkeit ist somit gegeben, falls die Jacobi-Matrix regular ist.
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Satz iiber implizite Funktionen.

Satz: Sei g: D — R™ eine C'-Funktion, D C R™ offen. Die Variablen in D
seien (x,y) mit x € R™™ undy € R™. Der Punkt (x°,y°) € D sei eine
Lésung von g(x°,y®) = 0. Falls die Jacobi-Matrix

2—;%( °y%) ... %,‘ﬁm(xo,yo)
0g
ay( 0y =

%99—1( °y0) ... %Sﬁ(xo,yo)

regulir ist, so gibt es Umgebungen U von x° und V von y°, U x V C D und
eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Funktion f : U — V mit

fx°)=y® und g(x,f(x))=0 fiir alle x € U.

und :
og (98
Jf(x) = —{ 32 (%, f(x)) 5. (x,f(x)) ).
ay (0D
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Beispiel.

Fiir die Kreisgleichung g(x,y) =x? +y%? —12 =0, r > 0, findet man im Punkt
(x%y°) = (0,7)

a—g(O,r) =0 und a—9(0,1‘) =2r#£0
0x oy

Man kann also in einer Umgebung von (0, 1) die Kreisgleichung nach y auflosen:
y(x) = Vr2 —x?
Die Ableitung y’(x) kann man durch implizite Diffentiation berechnen:

gx,yx)) =0 = g%y +gylxyly’(x) =0

also
2x +2yy’ =0 — y =-—
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Weiteres Beispiel. Betrachte die Gleichung
g, y) =e ¥ +3y+x*—1=0.

Es gilt

0
ﬁ(x,y):ey_"+3>0 fir allex € R

Die Gleichung ist also fiir jedes x € R nach y =: f(x) aufldsbar und f(x) ist eine
stetig differenzierbare Funktion. Implizite Differentiation liefert
ey —2x
U™y - 1) +3y +2x =0 =
eV X (y )+ 3y + 2x — y TR
Erneute Differentiation liefert

1" 1 7 2—|—€U_X /—] 2
eV Xy 4+e¥ Xy —1)2+3y +2=0 — y =-— Wy ) :

evy—x43
ABER: Explizites Auflésen nach y ist in diesem Fall nicht moglich!
Stattdessen wertet man y = f(x) numerisch aus. ]
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Allgemeine Bemerkung. Implizites Differenzieren einer durch

o y)=0 2920

oy
implizit definierten Funktion y = f(x), mit x,y € R, ergibt
flx) = —%
9y
2 2 2
Z Ixx 9y IxyIx9y T Gyy 9x
f (x) = — =
y

Daher ist der Punkt x° ein stationirer Punkt von f(x), falls gilt
g(x°,y°%) = 9x(x°,y°) =0 und gy (x°,y°) #0.

Weiter ist x° ein lokales Maximum (bzw. Minimum), falls

0 0 0 0
—gXX(XO ’yo) >0 ( bzw. —gXX(XO ’yo) < O) .
gy (x°,y°) gy (x°,y°)
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Implizite Darstellung ebener Kurven.

Betrachte die Losungsmenge einer skalaren Gleichungen
g(x,y) =0

Falls gilt
grad(g) = (gx, gy) #0
so definiert g(x,y) lokal eine Funktion y = f(x) oder x = f(y).

Definition: Ein Losungspunkt (x°,y°) der Gleichung g(x,y) = 0 mit
o grad(g)(x°%,y®) # 0 heiBt regularer Punkt.

e grad(g)(x%,y®) = 0 heiBt singularer Punkt.
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Horizontale und vertikale Tangenten.

Bemerkung:
(a) Gilt fiir einen regulidren Punkt (x°,y°)
gx(x°) =0  und  gy(x°)#0
so besitzt die Lésungskurve eine horizontale Tangente in x°.
(b) Gilt fiir einen reguliren Punkt (x°,y°)
gx(x°) #0 und gy(x°) =0
0

so besitzt die Losungskurve eine vertikale Tangente in x".

(c) Ist x° ein singuldrer Punkt so wird die Losungsmenge bei x° “in zweiter
Naherung” durch folgende quadratische Gleichung approximiert.

Grx (X°) (x — X©)% + 29y (x2) (x = x°) (y —Y°) + gyy (x°) (y —y°)* =0
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Bemerkungen.

Wegen (c) erhalt man fiir gxx, gxy, gyy 7# O:

det Hg(xo) >0 : x°istein isolierter Punkt der Lésungsmenge
det Hg(xo) <0 : x%ist ein Doppelpunkt
detHy(x°) =0 : x° ist ein Riickkehrpunkt bzw. eine Spitze.

Geometrische Interpretation:

(a) Gilt detHy(x°) > 0, so sind beide Eigenwerte von Hg(x®) entweder strikt
positiv oder strikt negativ, d.h. x° ist ein strenges lokales Minimum oder
Maximum von g(x).

(b) Gilt detHy4(x°) < 0, so haben die beiden Eigenwerte von Hy(x°)
unterschiedliche Vorzeichen, d.h. x° ist ein Sattelpunkt von g(x).

(c) Gilt det Hg(xo) =0, so ist der stationdre Punkt x° von g(x) ausgeartet.

]
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Beispiel 1.
Betrachte den singuldren Punkt x° = 0 der impliziten Gleichung
g(x,y) =y*(x—1)+x*(x—2) =0
Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:
gy = y>+3x%—4x
gy = 2yx—1)
Oxx = 6x—4
Iy = 2y
Jyy = 2(x—1)
—4 0
Hg(o) =
0 -2
Also ist x° = 0 ein isolierter Punkt. ]
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Beispiel 2.
Betrachte den singuldren Punkt x° = 0 der impliziten Gleichung
g5, y) =y*(x— 1) +x*(x+q*) =0

Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:

gx = Yy +3x*+2xq?
gy = 2ylx—1)
gxx = 6x+2q°
Iy = 2y
Jyy = 2(x —1)
2> 0
Hg (0) -
0 -2
Also ist x° = 0 fiir g # 0 ein Doppelpunkt. O
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Beispiel 3.
Betrachte den singuliren Punkt x° = 0 der impliziten Gleichung
gx,y) =y (x—1) +x> =0

Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:

gx = Yy +3x*
gy = 2ylx—1)
Oxx = 6%
Iy = 2y
Jyy = 2(x—1)
0 0
Hg(o) =
0 -2
Also ist x° = 0 eine Spitze (bzw. Riickkehrpunkt). O

ANALYSIS IIT TUHH, WINTERSEMESTER 2015/2016 ARMIN ISKE 86




H KAPITEL 18: ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Implizite Darstellung von Flachen.

Das groBBe rote Betzenherz.
g(x,y,z) == 10(2x% + y? + 22 — 1)3 —x%23 — 10y?2> = 0

Siehe Homepage Fachbereich Mathematik, TU Kaiserslautern:

http://www.mathematik.uni-kl.de
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Zur impliziten Darstellung von Flachen.

e Die Losungsmenge einer skalaren Gleichung g(x,y,z) = 0 ist fiir grad(g) # 0
lokal eine F1iche im R3.

e Fiir die Tangentialebene in x° = (x°,4°,2z°)T mit g(x®) = 0 und
grad(g)(x®) # 0 bekommen wir fiir Ax® := x — x° mit Taylor-Entwicklung
grad(g) - Ax® = gx (x°) (x = x°) + gy (x°)(y —y°) + g (x°)(z — 20) = 0

d.h. der Gradient steht senkrecht auf der Flache g(x,y,z) =0.

0

e Ist zum Beispiel g,(x°) # 0, so gibt es lokal um x° eine Darstellung der Form

Z = f(x,y)

und fiir die partiellen Ableitungen von f(x,y) bekommt man

] (9%, 9y) = (-g—x —g—y)-

grad(f)(x, ) — (fX)f ) - )
K Y 2 9: 9z

mit dem Satz liber implizite Funktionen.
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Das Umkehrproblem

Frage: Lasst sich ein vorgegebenes Gleichungssystem

y = f(x)
mit f: D — R™, D C R™ offen, nach x auflésen, also invertieren?
Satz (Umkehrsatz): Sei f : D — R™, D C R™ offen, eine C'-Funktion. Ist fiir

ein x° € D die Jacobi-Matrix J f(x°) regulir, so gibt es Umgebungen U und V
von x° und y° = f(x°), so dass f den Bereich U bijektiv auf V abbildet.

Die Umkehrfunktion =1 : V — U ist ebenfalls eine C'-Funktion, und es gilt fiir
allex e U
IF N (y)=(Jf(x)", y=Ff(x)

Beweis: Wende auf g(x,y) =y — f(x) den Satz iiber implizite Funktionen an. [J

Bemerkung: Man nennt dann f lokal einen C'-Diffeomorphismus. ]
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18.3 Extremalprobleme unter Gleichungsnebenbedingungen

Frage: Welche Abmessungen sollte eine Metalldose haben, damit bei
vorgegebenem Volumen der Materialverbrauch am geringsten ist?

Losungsansatz: Sei v > 0 der Radius und h > 0 die Hohe der Dose. Dann gilt
V = mr*h
O = 2mr’+2nrh

Setze bei vorgebenem Volumen ¢ € R, und mit x := 1,y :=h,

f(x,y) = 2mx?+ 2mxy
gx,y) = m’Py—c=0

Bestimme das Minimum der Funktion f(x,y) auf der Menge

G :={(x,y) € R% | g(x,y) =0}
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Losung des restringierten Minimierungsproblems.

Aus g(x,y) = mx?y —c = 0 folgt

Einsetzen in f(x,y) ergibt

C 2c
h(x) := 2mx? + 2nx—— = 2mx? + =
X X
Bestimme nun das Minimum der Funktion h(x):
2c 2c c\1/3
WX =dmx— =5 =0 &= 4m=- & x:(—)
X X 2m
Hinreichende Bedingung
7 4C 7 C ]/3
h'(x)=4n+-—< — h ((—) ) — 121t > 0.
X 27
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Allgemeine Formulierung des Problems.
Bestimme die Extremwerte der Funktion f: R™ — R unter den
Nebenbedingungen
g(x) = O)
wobei g : R™ — R™.
Die Nebenbedingungen lauten also
g1(x1,...yxn) = 0
gm(xh-")xn) = 0
Alternativ: Bestimme die Extremwerte der Funktion f(x) auf der Menge
G:={x e R"|g(x) =0}.
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Die Lagrange-Funktion und das Lagrange-Lemma.

Wir definieren die Lagrange-Funktion
m
F(x) = f(x) + > Aigi(x) fiir x € D
i=1

und suchen die Extremwerte von F(x) fiir festes A = (A1,...,Am)" .

Die Zahlen A;, i =1,...,m nennt man Lagrange-Multiplikatoren.

Satz: (Lagrange-Lemma): Minimiert (bzw. maximiert) x° € D die

Lagrange-Funktion F(x) (fiir ein festes A) iiber D und gilt g(x°) = 0, so liefert
) =0

1

x° das Minimum (bzw. Maximum) von f(x) iiber G :={x € D |g(x
Beweis: Fiir ein beliebiges x € D gilt nach Voraussetzung
F(x9) = £(x%) +ATg(x%) < f(x) + A'g(x) = F(x)

Wihlt man speziell x € G, so ist g(x) = g(x®) =0, also auch f(x°) < f(x). M
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Eine notwendige Bedingung fiir lokale Extrema.

Sind f und gi, i =1,...,m, C'-Funktionen, so ist eine notwendige Bedingung
fiir eine Extremstelle x° von F(x) gegeben durch

grad(F)(x) = grad(f)(x) + ) _Aigrad(g:)(x) = 0.
i=1

Zusammen mit den Nebenbedingungen g(x) = 0 ergibt sich ein (nichtlineares)
Gleichungssystem mit (n + m) Gleichungen und (n 4+ m) Unbekannten x und A.

Die Losungen (x°,A°) sind geeignete Kandidaten fiir die gesuchten
Extremstellen, denn diese erfiillen die o.g. notwendige Bedingung.

Alternativ: Definiere eine Lagrange-Funktion
m
Glx,A) == F(x) + 3 Aigi(x)
i=1
und suche die Extremstellen von G(x,A) beziiglich x und A.
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Bemerkung.

Man kann auch eine hinreichende Bedingung aufstellen:

Sind die Funktionen f und g C?-Funktionen und ist die Hesse-Matrix H¢(x°)
der Lagrange-Funktion positiv (bzw. negativ) definit, so ist x° tatsichlich ein
strenges lokales Minimum (bzw. Maximum) von f(x) auf G.

In den meisten Anwendungen ist die hinreichende Bedingung allerdings nicht

erfiillt, obwohl x° ein strenges lokales Extremum ist.

Insbesondere kann man aus der Indefinitheit der Hesse-Matrix H (x°) nicht

schlieBen, dass x° kein Extremwert ist.

Ahnlich problematisch ist die hinreichende Bedingung, die man aus der
Hesse-Matrix fiir die Lagrange-Funktion G(x,A) beziiglich x und A erhilt.
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Beispiel.

Gesucht seien die Extrema von f(x,y) := xy auf der Kreisscheibe

K:={(xy)"|x*+y?2 <1}

Da die Funktion f stetig und K C R? kompakt ist, folgt die Existenz von
globalen Maxima und Minima von f auf K.

Wir betrachten zunichst das Innere K° von K, also die offene Menge

KO :={(x,y)" |x* +y? < 1}.

Die notwendige Bedingung fiir einen Extremwert lautet nun

grad(f) = (y,x) = 0.

Somit ist der Ursprung x° = 0 Kandidaten fiir ein (lokales) Extremum.
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Fortsetzung des Beispiels.

Die Hesse-Matrix H¢ im Ursprung, gegeben durch

ist indefinit. Daher ist x° ein Sattelpunkt.

Die Extrema der Funktion miissen also auf dem Rand liegen, der eine
Gleichungsnebenbedingung darstellt:

gx,y) =x* +y? —1=0

Wir suchen also die Extremwerte von f(x,y) = xy unter der Nebenbedingung
g(x,y) = 0. Die zugehorige Lagrange-Funktion lautet

F(x,y) = xy + A(x* +y> —1).
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Komplettierung des Beispiels.

Damit ergibt sich das (nichtlineare) Gleichungssystem

y+2xx = 0
x+2Axy = 0
x2+y2 = 1

mit den vier Losungen

A=2  xD=(/1/72,—/1/2)T x) =(—/1/2,,/1/2)7
A=—3  xB=(/1/2,/1/2)T  x® =(-/1/2,—/1/2)T

Minima und Maxima lassen sich nun einfach aus den Funktionswerten ablesen:
f(x") =f(x?)) =—-1,2 f(x3)) =f(x*)=1/2

d.h. Minima sind x") und x(2), Maxima sind x(3) und x(4). O]
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Die Lagrange-Multiplikatoren-Regel.

Satz: Seien f, g1,...,gm : D — R jeweils C'-Funktionen, und sei x° € D ein
lokales Extremum von f(x) unter der Nebenbedingung g(x) = 0. Weiterhin gelte
die Regularitatsbedingung

rang (J g(xo)) = m.

Dann existieren Lagrange-Multiplikatoren Aq,..., Ay, So dass fiir die

Lagrange-Funktion
F(x) == f(x) + Y_ Aigi(x)
i=1

die folgende notwendige Bedingung erster Ordnung gilt:

grad(F)(x°) = 0.

ANALysis I1I1 TUHH, WINTERSEMESTER 2015/2016 ARMIN ISKE 99
KAPITEL 18: ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER

Notwendige Bedingung zweiter Ordnung.

Satz: Ist x° € D ein lokales Minimum von f(x) unter der Nebenbedingung

g(x) = 0, ist die Regularitatsbedingung erfiillt und sind A1, ..., A zugehérige

Lagrange-Multiplikatoren, so ist die Hesse-Matrix Hg(x°) der

Lagrange-Funktion positiv semidefinit auf dem Tangentialraum

TG(x°) :={y € R"|grad(g;)(x°) -y =0 firi=1,...,m}
d.h., es gilt
y' HE(x®)y >0 fiir alle y € TG(x°).
]
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Hinreichende Bedingung.

Satz: Ist fiir einen Punkt x° € G die Regularititsbedingung erfiillt, existieren
Lagrange-Multiplikatoren A1, ...,Am, so dass x° ein stationirer Punkt der
zugehérigen Lagrange-Funktion ist, und ist die Hesse-Matrix He (x®) positiv

definit auf dem Tangentialraum
TG(x%) ={y e R"|grad(gi)(x°) -y =0 fiiri=1,...,m}

d.h., es gilt
y' Hi(x®) y >0 fiir alle y € TG(x°) \ {0},

so ist x° ein strenges lokales Minimum von f(x) unter der Nebenbedingung

g(x) =0. O
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Beispiel.

Man bestimme das globale Maximum der Funktion
f(x,y) = x> +8x —y* +9
unter der Nebenbedingung
g% y) =x*+y* —1=0
Die Lagrange-Funktion ist gegeben durch

F(ix) =—x2+8x—y?+9+Ax*+y2—1)

Aus der notwendigen Bedingung ergibt sich das nichtlineare System

—2x+8 = —2Ax
-2y = —2\y
x> + yz = 1
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Fortsetzung des Beispiels.

Aus der notwendigen Bedingung ergibt sich das nichtlineare System

—2x+8 = —2Xx
-2y = —2\y
X +y? = 1

Aus der ersten Gleichung folgt A £ 1. Verwendet man dies in der zweiten
Gleichung, so gilt y = 0. Aus der dritten Gleichung erkennt man sofort x = +1.

Demnach sind nur die beiden Punkte (x,y) = (1,0) und (x,y) = (—1,0)
Kandidaten fiir das globale Maximum. Wegen

f(1,00=16  und  f(=1,0)=0

wird das globale Maximum von f(x,y) unter der Nebenbedingung g(x,y) =0

im Punkt (x,y) = (1,0) angenommen. ]
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Noch ein Beispiel.

Bestimme die lokalen Extremwerte der Funktion
f(x,y,z) =2x+3y + 2z
auf dem Schnitt des Zylinders
Z:={(xy,z) eR3: x> +y* =2}
mit der Ebene
E:={(xu,z)T eR® : x+2z=1}
Umformulierung: Bestimme die Extremwerte der Funktion f(x,y,z) unter den

Nebenbedingungen

g1(xy,2) = x*+y?—2=0
g2(x,y,z) = x+z—1=0
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Fortsetzung des Beispiels.
Die Jacobi-Matrix
2x 2y O
Jg(x) =
10 1

hat den maximalen Rang 2, d.h. wir konnen iiber die Lagrange-Funktion
Extremwerte bestimmen:

Fix,u,z) =2x+ 3y + 224+ M (x> +y%> —=2) + A (x +z—1)

Die notwendige Bedingung ergibt das nichtlineare Gleichungssystem
24 2Mx+A = 0

34+2My = O

247 =0

x> +y? = 2

1

X+z =
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Weitere Fortsetzung des Beispiels.

24+2Mx+ A =
34+2My =
24N =

X +y? =

— N © O O

X+z =
Aus der ersten und dritten Gleichung folgt

27\17(:0

Aus der zweiten Gleichung folgt A1 # 0, also x = 0.

Damit ergeben sich die moglichen Extremwerte als

(X)U>Z) = (O> ﬁ) ]) und (X)U>Z) = (O>_\/z)])°
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Komplettierung des Beispiels.

Die moglichen Extremwerte sind also

(%y,2) =(0,vV2,1)  und  (x,y,2) = (0,—V2,1).

Man berechnet nun die zugehorigen Funktionswerte

£0,v/2,1) = 3v2+2
£(0,—V2,1) = —3v2+2

Daher liegt im Punkt (x,y,z) = (0,v/2,1) ein Maximum, im Punkt

(x,y,2) = (0,—v/2,1) ein Minimum. H
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18.4 Das Newton-Verfahren

Ziel: Wir suchen die Nullstellen einer Funktion f: D — R™, D C R™:
f(x) =0
e Wir kennen bereits die Fixpunktiteration
x<HT = @ (x¥)

mit Startwert x° und lterationsvorschrift @ : R™ — R™.

e Konvergenzaussagen liefert der Banachsche Fixpunktsatz.
Vorteil: Dieses Verfahren ist ableitungsfrei

Nachteile:
e numerisches Verfahren konvergiert zu langsam (nur linear),

e es gibt keine eindeutige Iterationsvorschrift.
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Zur Konstruktion des Newton-Verfahrens.

Ausgangspunkt: Gegeben sei eine C'-Funktion f: D — R™, D C R™ offen.

Wir suchen eine Nullstelle von f, d.h. ein x* € D mit

f(x*) =0

Konstruktion des Newton-Verfahrens: Die Taylor-Entwicklung von f(x) um
einen Startwert x° lautet

f(x) = f(x%) + IF(x°) (x —x°) + o([|x — x°||)
Setzen wir x = x*, so folgt
JF(x%) (x* —x°) ~ —f(x°)
Eine Niherungsldsung fiir x* ist dann x', x! ~ x*, die Lésung des linearen

Gleichungssystems
JF(x%)(x!" —x°%) = —F(x°)
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Das Newton-Verfahren als Algorithmus.

Das Newton-Verfahren kann man somit wie folgt als Algorithmus formulieren.

Algorithmus (Newton-Verfahren):
(1) FOR k=0,1,2,...
(2a) Lése JF(x*¥) - Ax* = —f(x*);
(2b) Setze x**1 :=x* + Ax¥;

e Man I6st im jedem Newton-Schritt ein lineares Gleichungssystem.
e Dessen Losung Ax* heiBt Newton-Korrektur.

e Das Newton-Verfahren ist skalierungsinvariant. [
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Invarianzen des Newton-Verfahrens.

Satz: Das Newton-Verfahren ist invariant unter linearen Transformationen der

Form
f(x) — g(x) = Af(x) fiir A € R™™™ reguldr,

d.h. die Iterierten fiir f und g sind in diesem Fall identisch.

Beweis: Bildet man das Newton-Verfahren fiir g(x), so lautet die
Newton-Korrektur

A = —(Jg(x*) " g(x)
= —(AJF(x*) " Af(x¥)
= —(JF(x) " f(x k)
womit die Newton-Korrekturen von f und g libereinstimmen.
Bei gleichem Startwert x° stimmen somit auch alle Iterierten x* iiberein. C
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Zur lokalen Konvergenz des Newton-Verfahrens.

Satz: Sei f : D — R™ eine C'-Funktion, D C R™ offen und konvex. Sei x* € D
Nullstelle von f, d.h. f(x*) = 0. Weiterhin sei die Jacobi-Matrix Jf(x) regular fiir
x € D, und es gelte eine Lipschitz-Bedingung

|(9F6)) " (IF(y) — I < Llly — x| fiir alle x,y € D,

mit einem L > 0. Dann ist das Newton-Verfahren fiir alle Startwerte x° € D mit

2
x| < =7 und Ky (x*) C D

Ix -

wohldefiniert mit x* € K.(x*), k=0,1,2,..., und die Newton-Iterierten x*

konvergieren quadratisch gegen x*, d.h.

L
1
X = < S

Weiterhin ist x* die eindeutige Nullstelle von f(x) innerhalb der Kugel K, (x*).

k X*HZ'
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Beweis: Betrachte fiir x,y € D die Funktion
e(t) = (JF(x) " f(x+t(y —x)) fiir t € [0, 1].
Dann ist @(t) stetig differenzierbar mit

@' (t) = (JF)) - If(x + tly —x)) - (y —x)

und daraus folgt

o' (t) —@'(0)]] = [|(IFx)) T (IfF(x+tly —x)) — IF(x))(y — x)|
< JIF(x) T IF(x + tly —x)) — IFx) || [ (y — x) |

< Lot fly—x)*

Hieraus erhalt man weiterhin die folgende Abschatzung.
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I(IFC)) T (Fly) — Fx) = IF)(y —x)[| = [lo(1) — (0) — @ (0)]
1
< || e - oot
0
r1
< | lle'(t) — @' (0)] dt
JO
! 2 L 2
< | L-tfy—x|7dt=S[ly—x|
JO

Den Fehler der Newton-lteration stellen wir folgendermaBen dar.
xk—|—1 ot = xk - (Jf(xk))—1f(xk) x*
= —(JFX) TR = F(x")) + (x* —x")

= (JFf(x¥))! (f(x*) — f(x*) — JF(x*)(x* — xk)) .

ANALYSIS IIT TUHH, WINTERSEMESTER 2015/2016 ARMIN ISKE 114




UH
KAPITEL 18: ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER

Daraus bekommen wir fiir 0 < [|x* —x*|| < r = £ die Abschitzung

L L
I — x| < SIx = x| < 5w = x| = [l =
2 2
Die nichtnegative Folge ||x* — x*|| ist somit streng monoton fallend und daher
konvergent, gegen eine reelle Zahl d mit 0 < d<r=2/Lund d < L/2-d?,

woraus d = 0 folgt. Somit konvergiert die Folge {x*}.

Die Nullstelle x* ist eindeutig. Denn gibe es eine weitere Nullstelle x** € K. (x*)

von f, so folgt ein Widerspruch mit

I x| = [JOF) ) — F(x*) — IF(x*)) (x* — x|
L
< S =) < = x|
2
Somit ist x* einzige Nullstelle von f in K. (x*). O
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Das gedampfte Newton-Verfahren.

e Das Newton-Verfahren konvergiert zwar quadratisch, aber nur lokal.

e Globale Konvergenz kann ggf. durch einen Dampfungsterm erreicht werden:

Algorithmus (Gedampftes Newton-Verfahren):
(1) FORk=0,1,2,...

(2a) Lése JF(x¥) - Axk = —f(x¥);

(2b) Setze x**' := xk + A AxX¥;

Frage: Wie wahlt man die Dampfungsfaktoren Ay?

Strategie: Verwende eine Testfunktion T(x) = ||f(x)||, womit gilt
Tx) > 0, VxeD
Tx) = 0 — f(x) = 0.
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Wahl des Dampfungsparameters.
Wihle nun Ay € (0, 1], so dass die Folge T(x¥) streng monoton fillt, d.h.

(T < |IF(x)|] fiir k > 0.

e /n der Nihe der gesuchten Losung x* sollte Ay = 1 gewahlt werden,
um (lokale) quadratische Konvergenz zu sichern.

Der folgende Satz garantiert die Existenz eines Dampfungsparameters.

Satz: Sei f eine C'-Funktion auf der offenen und konvexen Menge D C R™. Fiir
x* € D mit f(x*) # 0 gibt es dann ein p, > 0, so dass

1F(x* + AAXR) |3 < [[F(x)||3 fiir alle A € (0, wy).
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Beweis: Betrachte die C'-Funktion
@A) = [If(x* +AAx )3

fir A € (—e, €), mit € > 0.
Dann gilt

(0) = [If(x")[ >0
sowie

@' (0) = 2(F(x*)) TIF(x*)Ax* = —2(F(x*)) TF(x*) < 0.

Somit fallt die Funktion @(A) streng monoton in einem (hinreichend kleinen)
Intervall um Null, (0, 1), wo gilt

@(0) = [F(x)[I5 > [IF(x* +AAX)[5 = @(A)  fiir alle A € (0, ).
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Dampfungsstrategie.

Fur die Startiteration: k = 0.

Wahle
11
7\0 S ]>§>Z>---a}\min

IF(x )12 > [IF(x* +AoAx )2

moglichst groB3, so dass gilt
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Dampfungsstrategie.

Fiir nachfolgende Iterationen: k > 0.
e Setze A\ = Ax_1.
IF ||f(x*)||2 > ||f(x* + AxAx¥)||2 THEN
o xMt1 .= x* £ A AxK
o Ay = 2\, falls A < 1.
ELSE
e Bestimme u = max{A/2,A/4, ..., Amin} Mit

()12 > [IF(x* + AcAx®)]|2

e A\ =L
END
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Nichtlineare Ausgleichsprobleme.

Aufgabenstellung: Minimiere Funktion
gx) =[[F(x) —yl7  firxeR™,

wobei y = (y1,...,Ym)" € R™ Messdaten, m > n, und

f(t]',X],...,Xn)

F(x) =

f(tm;X1yeeeyXn)

Werte der Ansatzfunktion
y="f(t;x1,...,Xn)
zu (verschiedenen) Messzeiten ty,...,tm und
X=(X1,...,xXn)" €R"

gesuchte Parameter der Ansatzfunktion.
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Konstruktion des GauBB-Newton-Verfahrens.

Startpunkt: Sei x° ~ x* Niherung an Lésung x* des Minimierungsproblems.

0

Konstruktion: Dann gilt mit Taylor-Entwicklung um x* in erster Niherung

g(x) ~ [|[F(x°) + JF(x°)(x —x°) —y|)3

Algorithmus (Gaui-Newton-Verfahren):
(1) FORk =0,1,2,...

(2a) Lose Minimierungsaufgabe

[IF (<) Ax* = (y = F(x")) |7 — min

durch lineare Ausgleichsrechnung.

(2b) Setze x**1 :=x* + Ax¥;
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Beispiel.

Betrachte Ansatzfunktion

y = f(t,x) = x1 +x2 - exp(tx3) :
und Messdaten . ¢
ti | 5 =3 -1 1 3 5
v | 127 151 379 421 460 426 =
Fiir Startwert x{ =300, x§ = —1, x§ = —0.3 .
liefert Gauss-Newton nach 13 lterationen !

xI =523.306 x5 =—156.948 x}=—0.199665
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19 Integralrechnung mehrerer Variabler

19.1 Bereichsintegrale

Gegeben sei eine Funktion f: D — R mit Definitionsbereich D C R™.

Ziel: Berechnung des Volumens unterhalb des Graphen von f(x):

V= JD f(x) dx

Erinnerung Analysis Il: Bestimmtes Riemann-Integral einer Funktion f(x) tiber
einem Intervall [a, b]:

I = Jb f(x) dx

a

Das Integral T war als Grenzwert von Riemannscher Ober- und Untersumme
definiert, falls diese Grenzwerte jeweils existierten und libereinstimmten. ]
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Konstruktionsprinzip fiir Bereichsintegrale.

Vorgehensweise: Analog dem eindimensionalen Fall.
Aber: der Definitionsbereich D ist komplizierter.

Startpunkt: Betrachten zunachst den Fall zweier Variabler, n = 2, und einen
Definitionsbereich D C R? der Form

D = [a1,b1] X [az,bz] C RZ)

d.h. D ist ein kompakter Quader (Rechteck).

Weiterhin sei f: D — R eine beschrankte Funktion.

Definition: Man nennt Z ={(x0,X1y.+.,%Xn)s (Yo, Y1y-+-,Ym)} €ine
Zerlegung des Quaders D = [a1,b1] X [az,b3], falls gilt

a; = Xo<x1<...<Xn = b;
a = Yo<yYy1 <...<ym = by
Mit Z(D) wird die Menge der Zerlegungen von D bezeichnet. ]
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Zerlegungen und Riemannsche Summen.
Definition:
e Die Feinheit einer Zerlegung Z € Z(D) ist gegeben durch

|Z]| = rTga,X{|X1+1 —Xil, [Yj+1 —y;l}

»)

e Fiir eine vorgegebene Zerlegung Z nennt man die Mengen
Qij = xiyxit1] X Yj,Yj41]
die Teilquader der Zerlegung Z. Das Volumen des Teilquaders Qjj ist
vol(Q45) = (xi41 —xi) - (Yj+1 — Yj)
e Fiir beliebige Punkte xi; € Qy; der jeweiligen Teilquader nennt man

R¢(Z) == Z f(xi5) - vol(Qyj)
i,j

eine Riemannsche Summe zur Zerlegung Z. ]
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Riemannsche Ober- und Untersummen.

Definition: Analog zum Integral einer Variablen heiBen fiir eine Zerlegung Z

Us(Z) = innf”f(x)-vol(Qij)

S EQIJ
i,j
O¢(Z) = E sup f(x) - vol(Qjij)
i3 x€Q
5
die Riemannnsche Untersumme bzw. Riemannsche Obersumme von f(x). [

Bemerkung: Eine Riemannsche Summe zur Zerlegung Z liegt stets zwischen
der Unter- und Obersumme dieser Zerlegung, d.h. es gilt

U (Z) < R¢(Z) < O¢(Z)
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Bemerkung.

Ensteht eine Zerlegung Z, aus der Zerlegung Z; durch Hinzunahme weiterer
Zwischenpunkte x; und/oder yj, so gilt

U(Z3) > Ug(Zy) und O¢(Z;) < O¢(Z1)
Fiir zwei beliebige Zerlegungen Z; und Z; gilt stets

Ue(Z1) < O0¢(Z3)

Frage: Was passiert mit den Unter- und Obersummen im Grenzwert ||Z|| — O:

Us = sup{Uf(Z) : Z€ Z(D)}
Of = inflO¢(Z) : Z€ Z(D)}

Beobachtung: Die beiden Werte U und Oy existieren, da Unter- und
Obersumme monoton und beschrankt sind. ]
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Riemannsche Ober- und Unterintegrale.

Definition:

e Riemannsches Unterintegral bzw. Riemannsches Oberintegral der
Funktion f(x) iiber D ist gegeben durch

J f(x)dx := sup{U¢(Z)|Z € Z(D)}
D

J_f(x)dx = inf{O¢(Z) : Z€ Z(D)}
D
e Die Funktion f(x) nennt man Riemann-integrierbar iiber D, falls Unter-
und Oberintegral iibereinstimmen. Das Riemann-Integral von f(x) lber
D ist dann gegeben durch
J f(x)dx := J f(x)dx = J f(x) dx.
D D

D
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Bemerkung.

Wir haben bis jetzt “nur” den Fall von zwei Variablen betrachtet:

f:D— R, D C R2.

In hoheren Dimensionen, n > 2, ist die Vorgehensweise analog.
Schreibweise: firmn =2 und n =3
J f(x,y) dxdy bzw. J f(x,y,z) dxdydz
D D

oder auch

”D foy)dedy  bzw. J“D f(x,y,z) dx dy dz
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Elementare Eigenschaften des Integrals.
Satz:

e Linearitat

JD(ocf(x) + By(x)) dx = «xj

f(x) dx + [SJ g(x) dx
D

D

e Monotonie

Gilt f(x) < g(x) fiir alle x € D, so folgt

JD f(x) dx < JD g(x) dx

e Positivitat
Gilt fiir alle x € D die Beziehung f(x) > 0, d.h. f(x) ist nichtnegativ, so
folgt

J f(x)dx >0
D
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Weitere Eigenschaften des Integrals.
Satz:

e Sind Dy, Dy und D Quader, D = D7 UD3 und vol(D; N D3) =0, so ist
f(x) genau dann iiber D integrierbar, falls f(x) iiber Dy und iiber D>
integrierbar ist, und es gilt

JD f(x) dx = JD f(x) dx + J f(x) dx.

D>

e Fiir das Integral gilt die Abschédtzung

‘ JD f(x) dx

e Riemannsches Kriterium

< sup [f(x]| - vol(D)
xeD

f(x) ist genau dann iliber D integrierbar, falls gilt:

Ve>0 3ZcZ(D) : OfZ) —Ui(Z) <e.
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Der Satz von Fubini.

Satz (Satz von Fubini): Ist f: D — R integrierbar, D = [a1,b1] X [az, b2]
ein Quader, und existieren die Integrale

b, b,
F(x)zj fy)dy  und G(y)zj flx,y) dx

az aj

fiir alle x € [a1,b1] bzw. fiir alle y € [az,bs], so gelten

r rb1 b2

f(x)dx = f(x,y) dydx
JD Jaj Jaz
r rb2 by

f(x)dx = f(x,y) dxdy
JD Ja; Jaq

Bedeutung:
Der Satz von Fubini ermdéglicht Reduktion auf eindimensionale Integration. [
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Beweis des Satzes von Fubini: Sei Z = {(x0,X1,...,%Xn), (YosY1y+++yYm)}
eine beliebige Zerlegung von D, so gelten fiir beliebige y € [yj,yYj+1] und
&i € [xi,xi4+1] die Abschatzungen

inf f(x) < f(&,y) < sup f(x),
x€Qjj x€Qyj

und somit (per Integration iiber [y;,yj+1])

Yj+1
inf f(x)(yj+1 —y;) SJ f(&,y) dy < sup f(x)(yj+1 —y5).
XGQU Yj XEQij

Durch Multiplikation mit (xiy1 — xi) und anschlieBender Summation folgt

Z (LZ (&6 Y) dU) (xit1 —xi) < O¢(2).

i=0

Mit dieser Riemannschen Summe von F(x) zu Z, = {xo,...,Xn} bekommt man
Ur(Z) < Up(Zx) < Or(Zy) < O¢(2).

Fiir ||Z]| — O folgt die erste Behauptung, die zweite zeigt man analog. m
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Beispiel.
Gegeben sei der Quader D = [0, 1] x [0, 2] sowie die Funktion
f(x,y) =2 Xy

Stetige Funktionen sind — wie wir gleich zeigen werden — iiber Quadern
integrierbar. Daher kénnen wir den Satz von Fubini anwenden:

2 1 2 Xzy x=1
J f(x)dx = J f(x,y)dxdy:J [27(——] dy
D Jo Jo 0 2 Jx—o
-2 27Y=2
y E
= 2—= dy:[2y——} =3
o (2-3) v

Bemerkung: Der Satz von Fubini verlangt als Voraussetzung die
Integrierbarkeit von f(x). Die Existenz der beiden Integrale F(x) und G(y)
alleine garantiert die Integrierbarkeit von f(x) nicht! O
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Die charakteristische Funktion.
Definition: Fiir D C R™ kompakt und f: D — R beschrankt setzen wir

f(x) : fallsxeD

*(x) :=
0 : fallsxeR"\D

Speziell fiir f(x) = 1 heiBt £*(x) die charakteristische Funktion von D.
Die charakteristische Funktion von D wird mit xp (x) bezeichnet,

Sei nun Q der kleinste Quader mit D C Q. Dann heiBt die Funktion f(x)
integrierbar iber D, falls f*(x) iiber Q integrierbar ist, und wir setzen

JD f(x) dx := JQ *(x) dx.
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Messbarkeit und Nullmengen.
Definition: Die kompakte Menge D C R™ heiBt messbar, falls das Integral
vol(D) := J 1dx = J XD (x) dx
D Q
existiert. Man nennt dann vol(D) das Volumen von D im R™.

Die kompakte Menge D heiBt Nullmenge, falls D messbar ist mit vol(D) = 0. [J

Bemerkungen:

e Ist die Menge D selbst ein Quader, so folgt Q = D, und somit gilt
J f(x) dx = J f*(x) dx = J f(x) dx
D Q Q

d.h. die eingefiihrten Integrationsbegriffe stimmen iiberein.

e Quader sind messbare Mengen.

e vol(D) ist in diesem Fall das tatsichliche Volumen des Quaders D im R™. [J
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Drei wichtige Eigenschaften der Integration.

Satz: Sei D C R™ kompakt. Dann ist D genau dann messbar, falls der Rand
0D von D eine Nullmenge ist. ]

Satz: Sei D C R™ kompakt und messbar und sei f : D — R stetig. Dann ist
f(x) integrierbar iiber D. ]

Satz (Mittelwertsatz): Ist D C R™ kompakt, zusammenhingend und
messbar, und ist f : D — R stetig, so gibt es einen Punkt & € D mit

J f(x)dx = f(&) - vol(D).
D
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Normalbereiche.

Definition:

e Eine Teilmenge D C R? heiBt ein Normalbereich, falls es stetige
Funktionen g,h bzw. g, h gibt mit

D ={(x,y)|a<x<b und g(x) <y < h(x)}

bzw.
D={(xy)l@a<y<b und gly) <x<h(y)

e Eine Teilmenge D C R3 heiBt Normalbereich, falls es eine Darstellung
D ={(x1,x2,x3)[a <x;i <b; g(xi) <x5 <h{xi) ; @xi,%) < xie < (xi,x5)}

gibt mit einer Permutation (i,j,k) von (1,2,3) und stetigen Funktionen

g, h, @ und . O
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Projizierbare Mengen.

Definition: Eine Teilmenge D C R™ heiSt projizierbar in Richtung xi,
ie{l,...,n}, falls es eine messbare Menge B C R™~! und stetige Funktionen
@, gibt, so dass

D :{XERnli: (X1>-°')Xi—1>xi—|—1)°">xn)T €B und(p()"() < Xq Sll)(i)}

l
Bemerkung:
e Projizierbare Mengen sind stets messbar. Damit sind auch alle
Normalbereiche messbar, denn Normalbereiche sind projizierbar.
e Haufig lasst sich der Integrationsbereich D als Vereinigung endlich vieler
Normalbereiche darstellen. Solche Bereich sind ebenfalls messbar. ]
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Beobachtung.
Satz: /st f(x) stetig auf einem Normalbereich

D={(xy) eR?*la<x<bundg(x) <y <h(x)}
so gilt

b ph(x)
J f(x) dx:J J f(x,y) dydx.
D a Jg(x)

Beweis: Sei Q = [a,b] X [c, d] das kleinste Rechteck mit D C Q, also

c= inf g(x) und d= sup h(x)

x€la,b] x€[a,b]
und somit
b rd b rh(x)
J f(x) dx = J f*(x) dx = J J f*(x,y) dy dx = J J f(x,y) dy dx.
D Q aJc a Jg(x)
O
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Verallgemeinerung auf héhere Dimensionen.

Bemerkung: Analoge Beziehungen gelten fiir héhere Dimensionen:
Ist D C R™ eine projizierbare Menge in Richtung xi, d.h. D besitzt eine
Darstellung der Form

D :{XERnli: (Xh-°°)Xi—1>xi+1)°“>xn)T € B und (p(i) < Xq Sll)(i)})

so gilt
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Beispiel.

Gegeben sei die Funktion
fx,y) 1= x + 2y

Berechne das Integral liber der durch zwei Parabeln begrenzten Flache
D:={(x,y)| —1<x<1und x? <y <2—x%).

Die Menge D ist ein Normalbereich und f(x,y) ist stetig, somit

-1 2—x? 1 2
2 2—x
J f(x,y)dx = J (x +2y) dy dx:J [xy +y }xz dx
D J—1 XZ —1
r1
= (x(2—=x2) 4+ (2—x*)? —=x3 —xM) dx
J—1
= (—2x° —4x” +2x +4)dx = —.
Jo 3
[
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Beispiel.
Zu berechnen sei das Volumen des Rotationsparaboloids
Vi={xuy,z) |x*+y><Tundx* +y?> <z <1}

Darstellung von V als Normalbereich:

V={xyz)"| =1T<x<1; —VI-x2<y<V1—-x2;x¥*+y?<z<1)

Damit gilt:
1 eV 1T—x2 1 1 V1—x2
vol(V) = J dzdydx:J J (1 —x? —y?) dydx
J-1JVTxZ Ix2y2 —1J-/1-x2
1T y3 y=v1—x2 4 (1
= (1—x2) ——] dx:—J (1—x2)%/% dx
J—1 L 3 y=— 1—x2 3 —1

1

1 3 3 3 T
_ ! 2 2 2.2 ; _ =
= 3 [x <\/1 X ) + ZX 1 —x2 + 2arcsm(x)] >

—1
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Integration iiber allgemeine Integrationsbereiche.

Definition: Sei D C R™ eine kompakte und messbare Menge. Man nennt
Z={Di,...,D} eine allgemeine Zerlegung von D, falls die Mengen Dy
kompakt, messbar und zusammenhangend sind und falls gilt

|JDe=D und  DYNDY =0 fiir alle i # .
k=1

Weiterhin heil3t
diam(Dy) := sup{|x —y[|:x,y € Dy}

der Durchmesser der Menge Dy und
|Z|| :== max{diam(Dy) |1 <k < m}

die Feinheit der allgemeinen Zerlegung Z. [
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Riemannsche Summen fiir allgemeine Zerlegungen.

Fiir eine stetige Funktion f: D — R definiert man die Riemannschen Summen

m

R¢(Z) = ) f(x')vol(D;)
j=1
mit beliebigen x) € D;, j =1,...,m.

Satz: Fiir jede Folge (Zy)xen allgemeiner Zerlegungen von D mit || Zy|| — O
(fiir k — o0) und fiir jede Folge zugehériger Riemannscher Summen R¢(Zy) gilt

lim Rf(Zk) :J f(X) dx
D

k—o0
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TUHH

Schwerpunkte von Flachen und Korpern.

Definition: Sei D C R? (bzw. D C R?) eine messbare Menge und p(x), fiir
x € D, eine vorgegebene Massendichte. Dann ist der Schwerpunkt der Flache

(bzw. des Kérpers) D gegeben durch

_ /b p(x)x dx
T [pex)dx

Zahlerintegral (iiber vektorwertige Funktion) koordinatenweise zu berechnen. [
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Beispiel.
Zu berechnen ist der Schwerpunkt der Pyramide
- T ax
Pi={(6y,2)" I max(lyl,lz) < 3, 0<x<hf
2h
Berechne das Volumen von P unter Annahme konstanter Dichte wie folgt.
(I (2w
vol(P) = dzdydx
Jo J—ax J_ax
2h 2h
s
ax
= — dydx
J J—8x h'
0 2h
h 2
ax 1
= (—) dx = ~a’h
o \h 3
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Fortsetzung des Beispiels.

Weiterhin gilt
2
ax
X _—
L2 25 hoegh n
y | dzdydx = axy | dydx
0 J—ax J_ax 0 J—gax h
2h 2h 2h
0
a’x?
h h?
= J 0 dx
0

0

1.212
7a°h

= 0
0
Der Schwerpunkt von P liegt daher im Punkt xg = (%h, 0,0)". ]
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Tragheitsmomente von Flachen und Korpern.

Definition (Trigheitsmoment beziiglich einer Achse): Sei D C R?

(bzw. D C R3) eine messbare Menge, p(x) bezeichne fiir x € D eine
Massendichte und r(x) den Abstand des Punktes x € D von einer vorgegebenen
Drehachse. Dann besitzt D beziiglich dieser Achse das Tragheitsmoment

O .= J p(x)r?(x) dx
D
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BEiSpiEL Berechnen das Tragheitsmoment des homogenen Zylinders
Z:={(xy,z)" : x*+y* <1} —/2<z<1{/2}
beziiglich der x-Achse bei konstanter Dichte p wie folgt.

® = Jp(szrzz)d(x,y,ﬂ
Z

= p| (y*+2%)dxy,2)
Jz

T VT2 —%2 JrE/Z

= p (y? + z?%) dzdydx

J—rJ—vr2—x2J-0/2

T pVTZ—x2 3

2

= 9 (by” + ) dydx

| 12

2

Tlr 5 9
= p——(3r"+ ()

12

]
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Der Transformationssatz.

Ziel: Verallgemeinerung der (eindimensionalen) Substitutionsregel

¢ (b) b
J' f(x) dx:J flo(t))e’(t) dt.

¢(a) a

Satz (Transformationssatz): Sef @ : U — R™, U C R™ offen, eine
C'-Abbildung. D C U sei eine kompakte messbare Menge, so dass ® auf D°
einen C'-Diffeomorphismus bildet. Dann ist auch ® (D) kompakt und messbar
und fiir jede stetige Funktion f: ®(D) — R gilt die Transformationsformel

J f(x) dX:J f(D(u)) |det JO(u)| du.
@ (D) D

O]

Bemerkung: Man beachte, dass im Transformationssatz die Bijektivitat von @
nur auf im Inneren D° von D gefordert wird — nicht jedoch auf dem Rand 9D! [
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Beispiel.
Berechne den Schwerpunkt eines homogenen Kugeloktanten

V={xy,2)" |x* +y? +2z* < 1und x,y,z > 0}

Es ist einfacher, den Schwerpunkt in Kugelkoordinaten zu berechnen:

X T COos p cos
y | = | rsingpcosyp | =D(r,0,V)
Tsiny

Die Transformation @ ist auf ganz R3 definiert und mit

D =[0,1] x [o,g] X [O,%‘]

gilt ®(D) = V. Weiterhin ist @ auf D ein C'-Diffeomorphismus mit
det JO(r, @, P) = 1% cos .
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Fortsetzung des Beispiels.

Mit dem Transformationssatz gilt

1 pt/2 pm/2 T
vol(V) =J dx:J J J 2 cos P dipdedr = c
\V

0Jo 0
und
- 1 omt/2 om/2
vol(V) -xs = x dx :J J J (1 cos ¢ cos P)r? cosPp dpdedr
Jv 0Jo 0
r1 /2 7w/2 T
= r3dr-J coscpd(p-J cos? P dp = —
JO 0 0 16
Daraus folgt x5 = %. Analog berechnet man y; =z5 = %. ]
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Der Steinersche Satz.

Satz (Steinerscher Satz): Fiir das Tragheitsmoment eines homogenen
Kérpers K mit Gesamtmasse m gilt beziiglich einer vorgegebenen Drehachse A

O = md? + Os.

Hierbei ist S die zu A parallele Achse durch den Schwerpunkt x5 des Kérpers K
und d der Abstand des Schwerpunktes xs von der Achse A.

Beweis: Wende die Verschiebung x = ®(u) = x5 + u an. Dann hat die
verschobene Menge D = {x — x5 |x € K} den Schwerpunkt Null, d.h. es gilt

J udu=0.
D
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Fortsetzung des Beweises.
Nun bezeichne a den Einheitsvektor in Richtung der Achse A. Dann gilt
Or = p| (<xx>—<xa>%) dx
JK
= p (<xs—|—u,xs—|-u>—<xs—i—u,a>2)du
JD
= p| (<Xgy%Xs>+2<Xx5,u>+ < u,u>
JD
— < xg,a>2 —2<xg,a><u,a>—<ua >2) du
= p {J (< XsyXs > — < Xg,a >2) du
D
+J (< u,u>—<u,a >2) du
D
+J 2 < xs— < Xg,a>a,u> du}
D
= md? + Og |
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Beispiel. Berechnen das Integral

I:J e dx
0

durch Berechnung eines Flachenintegrals wie folgt. Es gilt
0o 5 2 R 5 R 5
I? = (J e * dx) = lim J e * dx J e ¥ dy| = lim Iy

Ip :J e (77 4 (x, y).
[0,R]x [0,R]

Bezeichnet K, den Viertelkreis im 1. Quadrant mit Radius p, so gilt

fur

J e—(x2+y2)d(x’y) < IR < J e_(x2+y2)d(x)y)'
Kr Kyar
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Fortsetzung des Beispiels.

Die Integrale iiber K, berechnet man nun iiber Polarkoordinaten:
p pmt/2
T
J e (" d(x, y) :J J e "rdedr = (1 — epz>
Ko 0Jo 4

und somit gelten die Abschdtzungen

(o) ST (o)

und hiermit gilt schlieBlich

, T
Rll—>moo IR - Z)
d.h.
J e_Xz dx = ﬁ
0 2
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19.2 Kurvenintegrale

Fiir eine stiickweise C'-Kurve c: [a,b] — D, D C R™, und eine stetige skalare
Funktion f: D — R hatten wir das Kurvenintegral 1. Art definiert durch

b
J f(x) ds := J Fle(t) &) dt,

a

wobei || - || die euklidische Norm bezeichnet. Weiterhin heiBt
ds :=||e(t)| dt
das Bogenelement der Kurve c(t).

Erweiterung: Kurvenintegrale iiber vektorwertige Funktionen, d.h.

J'f(x)dx::? fuirf: D — R"
o}

Anwendung: Ein Massenpunkt bewegt sich entlang c(t) in einem Kraftfeld f(x).

Frage: Welche physikalische Arbeit muss entlang der Kurve geleistet werden?
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Kurvenintegrale zweiter Art.

Definition: Fiir ein stetiges Vektorfeld f : D — R™, D C R™ offen, und eine
stiickweise C'-Kurve ¢ : [a,b] — D definieren wir das Kurvenintegral
2. Art durch

b
Jf(x) dx ::J (fc(t)), e(t)) dt

a

O]

Herleitung: Approximiere die Kurve durch Streckenzug mit Ecken c(t;), wobei
L={a=to<ti < - <ty=D>}

eine Zerlegung des Intervalls [a, b] ist. Dann gilt fiir die in einem Kraftfeld f(x)
entlang der Kurve c(t) geleistete Arbeit die Naherungsformel:

—_—

m—

Ar Y (fle(ty),eltiv) — e(ti)).

i=0
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Fortsetzung der Herleitung.

Daraus folgt:

3
i

f(c(ti))(c(tir1) —cj(ti))

—
Y

b
Q
.I\/I;
LM

3
L

I
.I\/I:

fi(c(ti)) € (Tiy) (ti — i)

—
|
—_
=
|
o

Fiir eine Folge von Zerlegungen Z mit ||Z|| — O konvergiert die rechte Seite
gegen das oben definierte Kurvenintegral 2. Art

b
| trteton e at
a
Bemerkung: Fiir eine geschlossene Kurve c(t), d.h. c(a) = c(b), schreibt man
i) f(x) dx.
C
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Eigenschaften des Kurvenintegrals zweiter Art.
(a) Linearitét:

f(x)dx + BJ g(x) dx.

(o}

L(o«f(x) + pe(xl) dx =«

C
(b) Es gilt:
J f(x) dx = —J f(x) dx,
—C C

wobei (—c)(t) :=c(b+ a—1t), a <t < b, den inversen Weg bezeichnet.

(c) Es gilt:
J f(x) dx:J f(x) dx+J f(x) dx,
c1+cC2 C1

c2

wobei ¢ 4 ¢, den aus ¢; und c; zusammengesetzten Weg bezeichnet, so
dass der Endpunkt von ¢; der Anfangspunkt von c; ist. ]
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Weitere Eigenschaften des Kurvenintegrals 2. Art.
(d) Das Kurvenintegral 2. Art ist parametrisierungsinvariant.

(e) Es gilt:

b
J F(x) dx — j (F(c(t)), (L) &[] dt = J (F,T) ds

a c
. o c(t) .. .
mit dem Tangenten-Einheitsvektor T(t) := B fir ¢(t) # 0.
(f) Formale Schreibweise:
n n
J f(X) dx = J Z fi(X) anL = ZJ fi(X) dXi
¢ €i=1 i=1"¢
mit
b
J f,;(x) dx; == J fi(C(t))éi(t) dt
c a
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Beispiel.
Fiir x € R3 sei
f(X) = (_U>X) ZZ)T
c(t) = (cos(t),sin(t),at)” fur 0 <t <2m

Dann berechnet man

J f(x)dx = P (—ydx + xdy + z*dz)
r‘27'[

= [(— sin(t))(—sin(t)) + cos(t) cos(t) + aztza] dt
Jo

r27t

= (14 a®t?) dt
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Die Zirkulation eines Feldes langs einer Kurve.

Definition: /st u(x) ein Geschwindigkeitsfeld eines strémenden Mediums, so

i u(x) dx

entlang einer geschlossenen Kurve die Zirkulation des Feldes u(x). ]

nennt man das Kurvenintegral

Beispiel: Fiir das Feld u(x,y) = (y,0)" € R? erhilt man lings der Kurve
c(t) = (rcos(t), 1 +rsin(t))T, 0 < t < 27, die Zirkulation

r27T

4} u(x)dx = (1 +rsin(t))(—rsin(t)) dt
C JO
r27T

— (—rsin(t) — r?sin?(t)) dt

JO
r 2 27
T ) 2
= |rcos(t) — —(t —sin(t) cos(t)) = —7Ir
L 2 0
O]
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Wirbelfreie Vektorfelder.

Definition: Ein stetiges Vektorfeld f(x), x € D C R™, heiBt wirbelfrei, falls
dessen Kurvenintegral lings aller geschlossenen stiickweise C'-Kurven c(t) in D
verschwindet, d.h.

jg f(x)dx =0 fiir alle geschlossenen c.
C

Bemerkung: Ein Vektorfeld ist genau dann wirbelfrei, wenn der Wert des
Kurvenintegrals [_f(x) dx nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges, jedoch
nicht vom konkreten Verlauf der Kurve ¢ abhangt. In diesem Fall nennt man das
Kurvenintegral wegunabhangig. [J

Frage: Welche Kriterien fiir das Vektorfeld f(x) garantieren die
Wegunabhangigkeit des Kurvenintegrals?
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Zusammenhangende Gebiete.

Definition: Eine Teilmenge D C R™ heift zusammenhéngend, falls je zwei
Punkte in D durch eine stiickweise C'-Kurve verbunden werden kénnen:

vx°,y°eD : Jc:[a,b] 5D : cla)=x> Acb)=y°

Eine offene und zusammenhangende Menge D C R™ nennt man auch ein
Gebiet in R™. [

Bemerkung: Eine offene Menge D C R™ ist genau dann nicht
zusammenhangend, wenn es disjunkte, offene Mengen U, U, C R™ gibt mit

U.1ﬂD7£@, U.zﬂD?é@, DcUu,ul

Nicht zusammenhadngende offene Mengen sind also
— im Gegensatz zu zusammenhangende Mengen —

in (zumindest) zwei disjunkte offene Mengen trennbar. O
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Gradientenfelder, Stammfunktionen, Potentiale.

Definition: Sei f : D — R™ ein Vektorfeld auf einem Gebiet D C R™. Das
Vektorfeld f(x) nennt man ein Gradientenfeld, falls es eine skalare

C'-Funktion @ : D — R gibt mit
f(x) = Vo(x).
Die Funktion ¢@(x) heiBt dann Stammfunktion oder Potential von f(x), und

das Vektorfeld f(x) nennt man konservativ. O

Bemerkung: Ein Massenpunkt bewege sich in einem konservativen Kraftfeld
K(x), d.h. K besitzt ein Potential ¢(x), so dass K(x) = V@(x). Dann liefert die
Funktion U(x) = —@(x) die potentielle Energie

K(x) = mx = —VU(x)

Multipliziert man diese Beziehung mit x, so folgt:

i3 + (VUG 5) = o Gmnxuz +u(x)> 0
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Hauptsatz fiir Kurvenintegrale.
Satz (Hauptsatz fiir Kurvenintegrale): Sei D C R™ ein Gebiet und f(x)
ein stetiges Vektorfeld auf D.

(a) Besitzt f(x) ein Potential ¢(x), so gilt fiir alle stiickweisen C'-Kurven
c:[a,b] - D:

| £ ax = ple(b)) ~ olcla)
Insbesondere ist das Kurvenintegral wegunabhangig und f(x) ist wirbelfrei.

(b) Umgekehrt gilt: Ist f(x) wirbelfrei, so besitzt f(x) ein Potential @(x). Ist
x° € D ein fester Punkt und bezeichnet c, (fiir x € D) eine beliebige, die
Punkte x° und x verbindende stiickweise C'-Kurve in D, so ist ¢(x)

gegeben durch
e(x) = J f(x) dx + const.
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Beweis des Hauptsatzes fiir Kurvenintegrale.
(a): Sei f(x) Gradientenfeld mit Potential @(x). Mit der Kettenregel folgt

Jf(x)dx = nV(p(x)dx:J S 29 (e(t)) &i(1) at

J

(b): Sei f(x) wirbelfrei. Wir zeigen, dass @(x) := fcx f(x) dx Potential von f(x):

e(x+Ax)—@(x) = ° f(x) dx—i—J f(x) dx
3 .
= f1(ci(t))Axq dt + J falca(t))Axy dt
Jo 0

= fi(x+&)Ax1 + f2(x + &2)Ax,.

Fir Axy,Axy; — 0 bekommt man fi(x) = %%(x), i=1,2, somit f(x) = V(x).
|
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Beispiel.
Das zentrale Kraftfeld
X
K(x):= ——=
1]
besitzt das Potential
1
U(x) = —m = —(X% + X% + X%)_VZ»
denn es gilt
VUG = (6 433+ 2, 2) =

Fiir die langs einer stiickweisen C'-Kurve c: [a,b] — R3 \ {0} geleistete Arbeit

gilt dann
A J K(x)d 1 1
= X)dXx = - .
c le(a)[] fle(b)]
L]
ANALYSIS 11T TUHH, WINTERSEMESTER 2015/2016 ARMIN ISKE 171
KAPITEL 19: INTEGRALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH
Beispiel.
Das Vektorfeld
2xy + 23
fx):=| x%2+3z
3xz% + 3y

besitzt das Potential
e(x) = x*y + xz> + 3yz.

Fiir eine C'-Kurve ¢(t) von P = (1,1,2) nach Q = (3,5,—2) gilt
J f(x)dx =¢(Q) —@(P)=—9—-15=-24

Interpretiert man f(x) als elektrisches Feld, so gibt das Kurvenintegral zweiter
Art die Spannung zwischen den beiden Punkten P und Q an. L
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Beispiel.
Wir betrachten das Vektorfeld

1 Y

T 2
:m D (x,y)' € D=R"\{0}

f(x,y)

Fiir den Einheitskreis c(t) := (cos(t),sin(t))T, 0 <t < 27, bekommt man

J f(x)dx = (f(c(t)), €(t)) dt

B 27 —sin(t) —sin(t) dt
o cos(t) ’ cos(t)
r27C

= 1dt =27
Jo

[

f(x,y) ist somit nicht wirbelfrei und besitzt auf D kein Potential. ]
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Bedingungen fiir Potentiale.

Bemerkung: Ist f(x), x € D C R3, ein C'-Vektorfeld mit Potential ¢(x), so
folgt:

rot(f(x)) = rot(Ve(x)) =0 fur alle x € D.
Somit ist rot(f(x)) = 0 eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines
Potentials.

Definiert man fiir ein Vektorfeld f : D — R%, D ¢ R?, die skalare Rotation
of> 0f4

Ox (X)y) o E(Xﬂ:,)a

so ist rot(f(x,y)) = 0 auch in zwei Dimensionen eine notwendige Bedingung.

rot(f(x,y)) =

Die Bedingung

rot(f(x)) =0
ist sogar eine hinreichende Bedingung, falls das Gebiet D einfach
zusammenhdngend ist, d.h. keine “Locher” enthailt. ]
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Beispiel.
Wir betrachten erneut das Vektorfeld

1 —Y

2+ . fiir (x,y)" € D=R*\{0}

f(x,y) =

Berechnet man die Rotation, so ergibt sich

rot ] B _ 90 x + 0 E
r2 X o ox \x2+y2 oy \ xZ +y?

1 2x? 1 2y?

x2 +yz (x2 +y2)2 +x2 +y2 o (x2 +y2)z

= 0,
d.h. die Rotation von f(x,y) verschwindet.

Allerdings besitzt f(x,y) auf der Menge D = R? \ {0} kein Potential.

Das Gebiet D ist namlich nicht einfach zusammenhangend. [
ANALysis I1I1 TUHH, WINTERSEMESTER 2015/2016 ARMIN ISKE 175
il KAPITEL 19: INTEGRALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER

Der Integralsatz von Green.

Satz (Integralsatz von Green): Sei f(x) ein C'-Vektorfeld auf dem Gebiet
D C R?. Weiterhin sei K C D kompakt und beziiglich beider Koordinaten
projizierbar, so dass K von einer geschlossenen, stiickweisen C'-Kurve c(t)
berandet wird. Die Parametrisierung von c(t) sei so gewdhlt, dass K stets links
zur Durchlaufrichtung liegt (positiver Umlauf). Dann gilt:

jEc f(x)dx = J rot(f(x)) dx.

K

Bemerkung: Der Greensche Integralsatz gilt auch fiir kompakte Bereiche K, die
sich in endlich viele, beziiglich beider Koordinatenrichtungen projizierbarer

Teilbereiche zerlegen lassen, in so genannte Greensche Bereiche. ]

ANALYSIS IIT TUHH, WINTERSEMESTER 2015/2016 ARMIN ISKE 176




UH
KAPITEL 19: INTEGRALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER

Beweis des Greenschen Integralsatzes.

Beweis: Mit den Bezeichnung der vorliegenden Skizze (z.B. im Lehrbuch) gilt

d rd rh(y) 5
K 0x Je Jgry) Ox
~d
= [f2(h(y),y) — f2(g(y),y)] dy
JC

= jgcfz(x,y)dy-

Analog erhalt man

ofy
—(x) dx:—ﬂg f1(x,y) dx,
JK ay c 1o

und somit insgesamt

ANALysis I1I1 TUHH, WINTERSEMESTER 2015/2016 ARMIN ISKE 177

UH
KAPITEL 19: INTEGRALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER

Alternative Formulierung des Greenschen Satzes |.

Wir hatten gesehen, dass die Beziehung

jgc f(x) dx = % (f, T)ds

C

gilt, wobei T(t) = % den Tangenteneinheitsvektor bezeichnet.

Daraus folgt mit dem Integralsatz von Green die Darstellung

J rot(f(x)) dx :jg (f, T) ds
K

oK

Ist f(x) ein Geschwindigkeitsfeld, so ist die durch f(x) beschriebene Stromung
unter der Bedingung rot(f(x)) = O wirbelfrei, denn

jgc f(x) dx

ist gerade die Zirkulation von f(x). ]
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Alternative Formulierung des Greenschen Satzes IlI.

Ersetzt man in der obigen Gleichungen den Vektor T durch den duBeren
Normaleneinheitsvektor n = (T, —T;)7, so folgt

—f
{) <f, n> ds = jg (f] T2 — f2T1 ) ds = {) - ,T ds
oK oK oK 1

_ Jrot T2 dx:J div(f(x)) dx
K 1 K

und damit die Beziehung

JK div(f(x)) dx = ?ﬁ (f,n) ds

oK

Ist f(x) das Geschwindigkeitsfeld einer Stromung, so beschreibt die rechte Seite
den Gesamtfluss der Stromung durch den Rand von K. Gilt also div(f(x)) =0,
so ist die Stromung quellenfrei und senkenfrei, d.h. divergenzfrei. [J
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Nochmal zuriick zur Existenz von Potentialen.
Folgerung: Ist rot(f(x)) = 0 fiir alle x € D, D C R? ein Gebiet, so folgt

jgc f(x)dx =0

fiir jede geschlossene stiickweise C'-Kurve, die einen Greenschen Bereich B C D
vollstandig umrandet. ]

Definition: Ein Gebiet D C R™ heiBt einfach zusammenhingend, falls sich
Jjede geschlossene Kurve c : [a,b] — D stetig innerhalb von D auf einen Punkt in
D zusammenziehen lasst. Genauer: Es gibt fiir ein xX° € D eine stetige Abbildung

®:[a,b] x[0,1] - D

mit ®(t,0) = c(t), fiir alle t € [a,b], und ®(t,1) =x° € D fiir alle t € [a,b].
Die Abbildung ®(t,s) heiBt Homotopie. O]
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Integrabilitatsbedingung fiir Potentiale.

Satz: Sei D C R™ ein einfach zusammenhingendes Gebiet. Ein C'-Vektorfeld
f: D — R™ besitzt genau dann ein Potential auf D, falls die
Integrabilitatsbedingung

Jf(x) = (Jf(x)T fiir alle x € D

erfiillt ist, d.h. falls gilt

ofi  Of;
<=2 fiir alle 1 <j,k < mn.
0X; an
)
]
Bemerkung: Fiir n = 2,3 stimmt die Integrabilitidtsbedingung mit
rot(f(x)) =0
liberein. O]
ANALysis I1I1 TUHH, WINTERSEMESTER 2015/2016 ARMIN ISKE 181
M KAPITEL 19: INTEGRALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER
Beispiel.

Fiir x € R3 \ {0} sei das Vektorfeld

2
% + sin(z)
2
f(x) = | log(r?) + ziz +zeY |, wobei 172 1= x? + y? + 22,
T

2

LZZ + eY 4+ xcos(z)
T i

gegeben.
Wir wollen nun untersuchen, ob f(x) ein Potential besitzt.

Die Menge D = IR3 \ {0} ist offensichtlich einfach zusammenhingend. Weiterhin:
rot(f(x)) =0

Also besitzt f(x) ein Potential.
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Berechnung des Potentials.

Es muss gelten: f(x) = V¢(x). Demnach folgt:

oQ 2xy _
o f1(x,y,2) = 2 + sin(z)

Durch Integration beziiglich der Variablen x ergibt sich:
@(x) =ylog(r?) 4+ xsin(z) + c(y, z)
mit einer unbekannten Funktion c(y, z).

Einsetzen in die Gleichung

2 2y?
— =fy(x,y,2z) = log(r") + 7 + zeY

liefert R R
ac 5, 2y
r—2+@:|0g(1‘)+r—2+2€y.
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Berechnung des Potentials (Fortsetzung).

Daraus folgt die Bedingung

und somit gilt
c(y,z) = ze? + d(z)

fiir eine unbekannte Funktion d(z). Wir haben damit:

@(x) = ylog(r?) + xsin(z) + ze¥ + d(z).

Die letzte Bedingung lautet

o 2yz
3 f3(x,y,z) = 2 + eY + x cos(z)

Daraus folgt d’(z) = 0, und somit ist das Potential gegeben durch

@(x) =ylog(r?) + xsin(z) +zeY + ¢ fir c € R.
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19.3 Oberflachenintegrale

Definition: Sei D C R? ein Gebiet und p: D — R3 eine C'-Abbildung
x=pu) mitxe R undu=(u,u)’ €D cR?

Sind fiir alle u € D die beiden Vektoren

op nd op
—_— u —_—
ouq ou,

linear unabhéangig, so heilit
F:={p(u) : ue D}

eine Flache bzw. ein Flachenstiick. Die Abbildung x = p(u) nennt man dann

eine Parametrisierung oder Parameterdarstellung der Fliche F. [J
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Beispiel.

Wir betrachten fiir gegebenes r > 0 die Abbildung

Tcos(p)
p(@,z) = | 7vsin(e) fir (¢,z) € R2.
z
Die dadurch parametrisierte Fliche ist ein unbeschrinkter Zylinder im R3.

Schranken wir den Definitionsbereich ein, etwa
(p,z) € K:=[0,2n] x [0, H] C R?,

so erhalten wir einen beschrankten Zylinder der Hohe H.

Die partiellen Ableitungen

0 0
P _ (—rsin(¢@),rcos(@),0)" und P _ (0,0,)T
0@ 0z

von p(@,z) sind linear unabhingig auf ganz R?. l
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Beispiel.

Der Graph einer skalaren C'-Funktion e:D—-R,DC R2 ist eine Fliche.

Eine Parametrisierung ist etwa gegeben durch

uq
pur,uy) = ) fir u € D.
¢ (u1 )uz)
Die partiellen Ableitungen
1 0
op op
— =1 o0 |, und — =
ouq ouy
(Pu1 (puz
sind linear unabhangig. [
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Die Tangentialebene einer Flache.

Die beiden linear unabhangigen Vektoren

Py und 2P
ou; ou,

liegen tangential an die Flache F.
Sie spannen die Tangentialebene T,o(F) der Fliche F im Punkt x° = p(u) auf.

Die Tangentialebene hat die Parameterdarstellung

d d
To(F) : x=x° + AP (u®) + u—P (u®)  fiir \,u€R.

au1 auz

Frage: Wie kann man den Flacheninhalt einer gegebenen Flache F berechnen?

ANArysis IIT TUHH, WINTERSEMESTER 2015/2016 ARMIN ISKE 188




UH
KAPITEL 19: INTEGRALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER

Das Oberflachenintegral eines Flachenstiicks.

Definition: Sei p : D — R Parameterdarstellung einer Fliche, und sei K C D
kompakt, messbar und zusammenhangend. Dann wird der Flacheninhalt von
p(K) definiert durch das Oberflichenintegral

J do := J
p(K) K

Dabei nennt man den Term

9P ()5 2P

d
au1 auz ‘

u)

% op

d
au1 auz u

do = H

das Oberfliachenelement der Flaiche x = p(u). ]

Bemerkung: Das Oberflachenintegral ist unabhdngig von der speziellen
Parametrisierung der Flache. Dies folgt direkt aus dem Transformationssatz. []
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Beispiel.

Fiir die Mantelflache des Zylinders Z = p(K) mit
K := [0,27] x [0,H] C R?

und
Tcos(@)
x =p(@,z) = | rsin(g) fiir (9,z) € R?
z
erhalt man mit
|7~ %
— X — || =
op 0z
den Wert
27t rH
0(2) :J do :J rd(e,z) :J J rdzde = 2nrH.
z K o Jo
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Beispiel.

Ist die Flache der Graph einer skalaren Funktion, d.h. x3 = @(x1,X2),
so gilt fiir die zugehdrigen Tangentialvektoren

op 0 ! ° — P
P P _ |
aX1 % aXZ N % ] a (sz
(pX1 (pXZ ]
Damit ergibt sich
op  Op| _ 2 2
‘ﬁxa—m —\/1+(Px1+(sz
und
Op(K)) = | do=| /102, + o2 dixxa)
p(K) K
L]
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Beispiel.
Fiir die Oberflache des Paraboloids P, gegeben durch
Pi={(x1,x2,x3)] €R® : x3 = Z—x% —x% und x% +x% < 2}
gilt
O(P) = \/1 + 4x% +4x3 d(x1,x2)
Ix2+x3<2
V2 21 2
— J \/1+4r2rd(pdr:7rj V1 +4sds
Jo Jo 0
1 2 1 13
= —(144s)%? =n(=27—-1)) =—mn.
7:[6(—|—s) }o 71(6( )) 3t
]
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Bemerkung.
Fiir das Kreuzprodukt zweier Vektoren a,b € R3 gilt
la x b[|* = |[a]|*[|b]|* — (a, b)*.

Daraus folgt
2

op op 2 || op op 2 op Op 2
aX1 aXZ B aX1 aXZ aX1 ’ aXZ )
Definiert man
op 2 op Op op 2
B, F=({ia—), Gi=|+—
0X1 ox1’ 0x2 0x2
so ergibt sich die Beziehung
do = vV EG —F2 d(u1 ,I,Lz).
[
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Beispiel. Fiir das Oberflachenelement der Sphiare
Sz ={(x1,x2,x3)T €R® : x7 +x3 +x3 =717}

ergeben sich mit der Parametrisierung liber Kugelkoordinaten

X1 cos() cos(0)

x2 | =7 | sin(¢)cos(0) fir  (,0) € [0,27] x [_%t» ;}

X3 sin(0)

die Beziehungen
—sin(@) cos(0) —cos(@)sin(0)
o _ a  P_ i in(0
30 =71 | cos(¢g)cos(0) un 20 | —sin(¢)sin(0)
0 cos(0)

Daraus folgt
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Fortsetzung des Beispiels. mit
E=1%cos’(0), F=0, G=r%
folgt aus der Beziehung
do = VEG —F2d(uy,uy)
daher
do = 12 cos(0) d(, 0), fuir (¢, 0) € [0,2m] x [—E E}

Wir konnen nun die Oberfliche der Sphare wie folgt berechnen.

0O = do
JS2
rTt/2 27
= J 2 cos(0) de do
o—7’[/2 0
_ 2 ’“/ 2 2
= 2mr<sin(0) Cmp T 4mre,
0J
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Oberflachenintegrale erster und zweiter Art.

Definition: Sei x = p(u) eine C'-Parametrisierung einer Fliche F = p(K), wobei
K C D kompakt, messbar und zusammenhangend ist.

e Fiir eine stetige Funktion f : F — R ist das Oberflédchenintegral 1. Art
definiert durch

du

L f(x) do :— H v auz

e Fiir ein stetiges Vektorfeld f : F — R3 ist das Oberflichenintegral
2. Art definiert durch

~ o
L f(x) do := JK <f(p(u)), o, X au2> du
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Alternative Darstellung fiir Oberflachenintegrale.

Andere Darstellungen des Oberfldchenintegrals 2. Art:

Der Einheitsnormalenvektor n(x) auf der Flache F ist gegeben durch

ap ap
n(x) au1 6u2
H au1 auz

Wir schreiben daher auch

J f(x)do = ° <f(p(u)),£ X — op > du
F K

aI,L] auz
= (f(p(u) du
K au1 auz
= | (f(x),n(x)) d
JF
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Interpretation der Oberflachenintegrale.

Bemerkung:

e Ist p(x) die Dichte einer massenbelegten Fliche, so liefert das
Oberflachenintegral 1. Art gerade die Gesamtmasse der Flache.

e Ist f(x) ein Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Stromung, so liefert das
Oberflachenintegral 2. Art die Fliissigkeitsmenge, die pro Zeiteinheit durch
die Flache F stromt, d.h. den Fluss von f(x) durch die Flache F.

e Ist F eine geschlossene Flache, d.h. die Oberflache eines kompakten und
einfach zusammenhiangenden Korpers im R3, so schreiben wir

ng f(x) do bzw. 3& f(x) do.

Die Parametrisierung ist dabei so gewahlt, dass der Einheitsnormalenvektor
n(x) nach auBen weist.

L]
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Der Integralsatz von GauB3.

Satz (Integralsatz von GauB): Sei G C R3 ein kompakter und messbarer
Standardbereich, d.h. G sei beziiglich jeder Koordinate projizierbar. Der Rand
0G bestehe aus endlich vielen glatten Flachenstiicken mit duBerer Normale n(x).
Ist f: D — R3 ein C'-Vektorfeld mit G C D, so gilt

J div(f(x)) dx = §> f(x) do.
G

0G

Interpretation des GauBschen Integralsatzes: Die linke Seite ist ein
Bereichsintegral iiber die skalare Funktion g(x) := div(f(x)). Die rechte Seite ist
ein Oberflachenintegral 2. Art beziiglich des Vektorfeldes f(x). Ist f(x) das
Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen Stromung, so gilt div(f(x)) =0
und daher

% f(x) do = 0.
2G

L]
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Beispiel.

Wir betrachten das Vektorfeld f(x) = x und die Kugel
K:= {(X],Xz,X3)T cR? : xF +x3+x3 < 1}
Dann gilt offensichtlich
div f(x) =3

und damit
J div(f(x)) dx = 3 - vol(K) = 4.
K

Das entsprechende Oberflichenintegral 3Bt sich am besten durch Ubergang auf
Kugelkoordinaten, d.h. durch die Parametrisierung der Kugel mit
Kugelkoordinaten, berechnen. [
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Die Formeln von Green.

Satz: (Formeln von Green): Die Menge G C R3 erfiille die Voraussetzungen
des GauBschen Integralsatzes. Fiir C2-Funktionen f,g: D — R, G C D, gelten
dann die Relationen:

J (fAg+ (Vf,Vg))dx = ff) — do
G d

0g of
fAg — gAf = f— —g—
JG( 9~ 9Af) dx SF@G( on ga"> 40

Hierbei bezeichnet
of

on
die Richtungsableitung von f(x) in Richtung des duBeren

(x) = D, f(x) fiir x € 0G

Einheitsnormalenvektors n(x).
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Beweis der Greenschen Formeln.

Wir setzen
F(x) = f(x) - Vg(x)
Dann gilt
_ 0 dg 0 dg 0 99
div(F = —(f = f s o
iv(F(x)) 01 ( 8x1> " 0x2 ( axZ) i 0x3 ( OX3>

= f.-Ag+ (Vf,Vg)
Wir wenden nun den GauBschen Integralsatz an:

J (fAg+ (Vf,Vg))dx = J' div(F(x)) dx = 4) (F,n) do
G G 2G

0
= 3@ f(Vg,n) do :jg 29 4o
9G oG on

Die zweite Greensche Formel folgt direkt durch Vertauschen von f und g. O
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Der Integralsatz von Stokes.

Satz (Integralsatz von Stokes): Sei f: D — R3 ein C'-Vektorfeld auf
einem Gebiet D C R3. Weiter sei F = p(K) eine Fliche in D, F C D, mit
Parametrisierung x = p(u), u € R?, und K C R? sei ein Greenscher Bereich. Der
Rand 9K werde durch eine stiickweise glatte C'-Kurve ¢ parametrisiert, deren
Bild €(t) :=p(c(t)) dann den Rand OF der Fliche F parametrisiert. Die
Orientierung der Randkurve €(t) sei hierbei so gewahlt, dass n(¢(t)) x &(t) in
Richtung der Flache weist. Dann gilt

J rot(f(x)) do = f}s f(x) dx.
F

oF
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Beispiel.
Gegeben sei das Vektorfeld
-
f(X,U,Z) = (—U>X> _Z)
und die geschlossene Kurve c: [0,271] — R3 sei parametrisiert durch
c(t) = (cos(t),sin(t),0)" fur 0 <t < 2.
Dann gilt:
r27T
jE fx)dx = | (F(c(V), (b)) at
C JO
. —sin(t) —sin(t)
= cos(t) |, | cos(t) dt
Jo
0 0
27t
= J (sin®(t) + cos?(t)) dt = 27
0
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Fortsetzung des Beispiels.

Wir definieren nun eine Fliche F C R3, die durch die Kurve c(t) berandet wird:

X cos(@) cos(\)
y | = | sin(@)cos(p) | = ple, )
sin(1)

mit (@,P) € K =[0,27] x [0,7t/2], d.h. F ist die obere Kugelhalfte.

Der Integralsatz von Stokes besagt nun:

J rot(f(x)) do = jg f(x) dx.
-

c=0F

Wir haben bereits die rechte Seite, ein Kurvenintegral 2. Art, berechnet:

jg f(x) dx = 2.
c=0F
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Weitere Fortsetzung des Beispiels.

Es bleibt also das Oberflachenintegral 2. Art:

[ ottty do = | {ror(Fiplo, ), 55 x 3% ) aodr

Beachte: Die rechte Seite ist ein Bereichsintegral.
Man rechnet rot(f(x)) = (0,0,2)" direkt nach sowie

5 5 cos( @) cos” (1)

30 <3 = | Sin(@)cost ()

sin() cos (1)
Daraus folgt:
/2 p27T /2
J rot(f(x)) do = J J 2sin(y) cos(VP) dodp = 27‘[J sin(2Y) dy = 2.
F o Jo 0

O]
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