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Zur Erinnerung: Kurve gegeben durch g(z,y) =0
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Falls g(xo,y0) = 0 und g,(x0,y0) # O gibt es in einer Umgebung von (xg, yo)
eine Funktion f mit

f(xo) =yo und g(x,y) =0 <= y = f(x)

f ist nicht unbedingt explizit bekannt!

Frage: kann man Approximationen von y(x) in der Ndhe eines Lésungspunktes
(0, yo) angeben? Taylor-Polynom 1. Grades (Tangente) oder Taylor 2. Grades?
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xHeyhenry =0

Implizites Differenzieren:

Es sei g(wo,y0) =0 und g,(x0,y0) # 0. Dann gibt es eine Funktion y(z), so
dass in einer Umgebung von (xg, yo): —

g(z,y(x)) = 0. Damit folgt:
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und durch nochmaliges Ableiten:
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implizites differenzieren
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Gilt in einem Punkt (zg,30) /—\ =) > &= 3;

elg=9,=0und g, #0
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y’ = 0 bedeutet horizontale Tangente an Kurve

Mit g(z,y) = 0 und g.(x,y) = 0 folgt auBerdem
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e Vertausche Rollen von x und y: )’

—> vertikale Tangente an Kurve

(lokal) minimaler/maximaler x—Wert

Ein Punkt (x0,yo) mit g(zo,y0) 7 0 und/oder g,(zo,yo) 7 0 heiBt
regularer Punkt -

® g =g, = g, = 0: Der punkt (zo,yo) heiBt singuldrer Punkt
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g(z,y) = Ta(x,y) = g(xo,y0) + 9= (20, y0)(x — x0) + gy (T0, Y0)(y — Yo)
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Im singularen Punkt gilt

detHg(:co,yo) >0 =W\ -A>0
Hessematrix positiv definit oder negativ definit.

Von (xg,yo) aus geht es mit den Werte von g in allen Richtungen auf-
/abwarts!
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det H < 0= AN -A<O0
e g(xo,yo) _} *2 Tu, - O

Hessematrix indefinit.

Von (xg,yo) aus geht es mit den Werte von ¢ in einer Richtung aufwarts
und in eine Richtung abwarts!
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Hg(xo,y0) # Nullmatrix und det Hg(zg,0) = 0 = A1 =0 A X2 #0

Von (xg,yg) aus geht es mit den Werte von g in einer Richtung auf- oder
abwarts und in einer Richtung tut sich (lokal) nichts!
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A KAPITEL 18: ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

. . X » _(°
Beispiel 1. y (%) =(2)
Betrachte den singulidren Punkt x° = 0 der impliziten Gleichung

gl y) =y (x = 1) +x*(x =2) =0

o
Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2: " (g)
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Also ist x° = 0 ein isolierter Punkt. []
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H KAPITEL 18: ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Beispiel 2.

Betrachte den singulidren Punkt x° = 0 der impliziten Gleichung

g(x,y) =y*(x— 1) +x*(x + q?) =0

Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:
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Also ist x° = 0 fiir g # 0 ein Doppelpunkt. - NA/ 0O
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A KAPITEL 18: ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Beispiel 3.

Betrachte den singuliaren Punkt x° = 0 der impliziten Gleichung

g(x,y) =y*(x—1)+x> =0 3(3\20 5"‘2"

Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2: . - Q\}

gx = Yy’ +3x 5.(2) =
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Jyx = 6Xx — ©

Ixy = 2y = °

gyy = 2(x—1) =-~%
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Also ist x° = 0 eine Spitze (bzw. Riickkehrpunkt). []
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H KAPITEL 18: ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Implizite Darstellung von Flachen.

>‘(Z+\_3L—t 1S _pG=©

Das grof3e rote Betzenherz.

g(x,y,z) :==10(2x* +y* + 2z — 1)° —x?z®> — 10y*z®> =0

Siehe Homepage Fachbereich Mathematik, TU Kaiserslautern:

http://www.mathematik.uni-kl.de
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Aufldsbarkeit nach einer Variablen 1m R glx,9,2)=0

Satz iiber implizite Funktionen sagt aus:
Falls g(xo, Y0, 20) = 0 und z.B. Jg, regular,

e ——

dann gibt es f mit g(x,y,2) =0 <= 2z = f(z,y)

und

(Zxa Zy) — = (ng)—l ) Jgﬂ%y

Dabei ist Jg = (?),( D \SL)
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Also (2, 2zy) =
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—_Tj_lf (%[&33 = 2(xs,92) & 2y (x —<-) -(-Ej(ﬁgf‘jo)(f)-‘ﬁs)



Betrachte Flache g(x) = g(x,y,z) = 0 mit Losungspunkt
9(xo) = g(zo, Yo, 20) = 0.

Dann gilt auf der Flache mit einem z zwischen x und x

Q) = g(xayvz)__ g(flf(),y(),Z()) S

_—

=+ gx($07 Yo, Zo}(x — 330) + gy(flfm Yo, Zo?(y - yo) + gz(flfo, Yo, Zo-)(Z — Zo)

N % (z — 20) Hy(2) (x — 20)
_ -~ T

= 0.

Tangentialebene:



H KAPITEL 18: ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Zur impliziten Darstellung von Flachen.

e Die Losungsmenge einer skalaren Gleichung g(x,y,z) = 0 ist fiir grad(g) # 0
lokal eine Fliche im R3.

e Fiir die Tangentialebene in x° = (x°,y%,z%) T mit g(x°) =0 und
grad(g)(x°) # 0 bekommen wir fiir Ax® := x — x® mit Taylor-Entwicklung

grad(g) - Ax® = g (x) (x — x°) + gy () (y —1°) + g () (2 —20) =0 |

d.h. der Gradient steht senkrecht auf der Flache g(x,y,z) = 0.

0

o Ist zum Beispiel g, (x°) # 0, so gibt es lokal um x° eine Darstellung der Form

Z = f(x,y)

—

und fiir die partiellen Ableitungen von f(x,y) bekommt man

1 gx ¢
grad(f)(x,y) = (fy,fy) = ——(9x,9y) = <_ — U).
Y y 9. Jxy 9y o 9,

mit dem Satz iiber implizite Funktionen.
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Zwei Gleichungen im R3, zum Beispiel

gl(x,y,z) — 4_$2_y2_2 = 0, 92($7y72) = 2x+y—z =

7@ = (40) = (19, I,
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A KAPITEL 18: ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Das Umkehrproblem

Frage: Lisst sich ein vorgegebenes Gleichungssystem

y = f(x)

mit f: D — R™, D C R™ offen, nach x auflosen, also invertieren?

Satz (Umkehrsatz): Sei f : D — R"™, D C R™ offen, eine C'-Funktion. Ist fiir

ein x° € D die Jacobi-Matrix J f(x°) regulir, so gibt es Umgebungen U und V
von x° und y° = f(x°), so dass f den Bereich U bijektiv auf V abbildet.

Die Umkehrfunktion £~ : V — U ist ebenfalls eine C'-Funktion, und es gilt fiir
allex € U

I y) = ()7, y="Ff(x)

Beweis: Wende auf g(x,y) =y — f(x) den Satz iiber implizite Funktionen an. [

Bemerkung: Man nennt dann f lokal einen C'-Diffeomorphismus. []
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