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Zur Erinnerung: Mittelwertsatz im R! aus Analysis |

Sei f :|a,b] — R stetig und im Inneren des Intervalls differenzierbar dann gibt
es (mindestens) ein x( in (a,b) mit

f'(zo) = oder f(b) = fla) = f'(x0) (b—a)




Jetzt: Mittelwertsatz im R"™ (vgl. Folie 50, Prof. Iske)
Sei f: D — R, D C R"” differenzierbar auf der offenen Menge D.

a,b,a+tb—a)eD
D.h.: Verbindungsstrecke zwischen a und b liegt in D.

Dann gibt es (mindestens) ein 8 in (0,1) mit

f(b) — f(a) = grad f(a+ 6(b—a))(b—a)

Beweis:




Betrachte: h: [0,1] — R h(t) := f(a+ t(b—a)) cR L R R

w0 =f(a)  r=F(atb-=) = 54)

M) — fa(®) mit ) —a s tb—a)  Duck) = 2 (F ()
_ (g da&)

——"""'.-____-‘“‘

MWS aus Analysis I: 30 € (0,1) mit
—

f(b) = f(a) = h(1) = h(0) = K (0)(1L=0) = Jf(g(9)) - Jg(b)

—_— T T S S
N

—grad f(a+ 0 (b—a))- (b—a) 0

—

Definition: Eine Menge D C R"™ heillt konvex, wenn Va, b € D:
la,b] :={a+t(b—a):te[0,1]} C D.




Bespiel: (Folie 51, Prof. Iske) [(3) - cos @ sinc)

\

Gegeben: f(x,y) := cos(x) + sin(y)

lso grad [(o,y) = (Csinfa) costy) p (Vay o) 45 ()
g \/, =
Fir a := (8), b .= (Z) _ A

2

gilt f(a) = f(b) = 1. Nach MWS muss es ein 6 € (0,1) geben Mit

f(b) — f(a) = grad f(? +0(b— Lj)) b a)
doa = seea(((2)000)) (V2 S)
9 = oees (5 (00 ) (T\I,’L)

--:S—-(n/‘\ f\/
<s>s (® ( “/).

|\



Mittelwertsatz gilt nur wenn Wertebereich skalar ist:
Bespiel: (Folie 52, Prof. Iske)

Gegeben: f(t) := (COS(t))

sin(t)

also J f(t) = (—CCS)ISI(IS)) ‘

Fir a := O7 b:%

gilt £(5) = f0) = (So2)) — (5nle)

|
/
— |
—_
N~——"

Gibt es 8 € (0,1) mit

Jf(a+ 0 (b—a))-(b—a)= ()7
I ——

\\G‘S{«(ot\,oos (o(\)l “ 2% = \( (-2 A)
QSipl(“\qubsl? : ﬂ/l_ :E

|=




Es gilt aber der
Mittelwertsatzabschatzungssatz (Folie 52, Prof. Iske)

Sei f . D — R™ differenzierber auf D C R" offen und [a,b] C D. Dann gibt
es 0 € (0,1) mit

1 f(b) = fla)lz < [[Jfla+ 0(b—a))(b—a):
— —— ~—

Beweis: Sei v € R™ \ {0}. Betrachte skalarwertige Funktion

g:D—=R, :Of < ™

MWS liefert: 36 € (

g9(b) —g(a) = gradg(a+ 0(b—a)) (b—a)

- < —————— —
also /
(Vg

(T ) — " Flaf=l T (£ (b) - f(a)‘}H@- Jfa+0b-a)b-a) |,




Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert

[v" - (£(b) = f(@) [l2 < [lv]l2 - [|Tf(a + 6(b—a)) (b—a)|2

—_—

Setze v = f(b) — f(a)

| (£(b) = f(a))" - (£(B) - F(a)[l2=
< |f(b) = fla)lz- T f(a+ 6(b—a)) (b—a)l
)_

also: || £(b) — f(a)|f < Hf(b/ff@ 2-[[Jf(a+ 0(b—a))(b— a0

Folgerung: | [l f(b) — f(a)l2 < supyep [[JF ()2 [[(b—a)l-2 «

Allgemeiner Mittelwertabschatzungssatz (Folie 53, Prof Iske)
Seien f und D wie oben. Die letzte Abschatzung gilt mit mit jeder Vektornorm.



Der Satz von Taylor

(Folie 55-56, Prof. Iske)

Sei D C R" offen und konvex, £° € D, f: D — R! eine C™*! Funktion

Dann gilt f(x) = T),(z; 2°) + R,.(x; ).

~ y (I))

. s Fr ()(x‘):ziﬁ:(“(a).
mit |7 (x — 2°)' VI f(= me = 4 3

2; j v f(a® B

(Taylorpolynom m-ten Grades mit Entwmklungspunkt x") 'F T+ R
m—+1
und R, (x; ) := m (x—2°)'V] = f(z+0(x — ")) (m e ) -t
N/ ) (K->
fé K“\ ¥ ) "\M a)l ¢

mit einem (unbekannten) 6 €]0, 1. (Restgliedformel nach Lagrange)



Erlduterung der Symbole:

5171 .Cl?l
I LUO
T — 7 20 — 2
0
T T 7

/ - \8271)
o, 0 o,

. 0 7 0 . 0 o
- (wl wl) (9:171 T (.’1;52 'KL‘FQ) 8372 + (_'El_jn wll) axn y

7 _\ —_—

0

. 0
N k=0 (wk wk) 8xk
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Der Fall n=2:

Also

Ti(x; x”) = To(z; 2°) + (@1 — x7) - 8%1 f(@°) + (z2 —x3) - 5 —f ()

= f(a”) + grad f(a”) - (z—2")

RN ’Q(%a\ « ’(’(__&f_-_h) (="
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(z —2) V]2 f(2°) ‘%o
>0 > I TR T L S N
= (o1 2D o + (@2 —a)- 5| F(a) - ‘e S 3
o L \ol
2 o 0 02
= |(x1 — 1) 8—:17% + 2(5131;331)(932_: w2)3—_33_1 @ + (22 — x3)” - 3—3;%] f (")
fa:la;l(wo) fxlwz(wo) T — T
) (fxggl(wo) f;‘;@(flfo)) (513; = wé)
—_ e

DA x
Oder mit der Hessematrix H f(x) := (T‘}]Z—-‘””"l %le) PN Q ! )
JToT1 S pTy

(@—a")'VPf") = (@—a") Hf@) - (@—2") |, _ 3§,

[ ———

(B~ 0 I

oo = % \ e




und damit “\74 16 //( ’Q) (x > = (sc—>-) ‘Q//(’(") (x-%=)
- - -
Tya: 2) = Ti(a; 2°) + o [(@ — 2°) T V2F (2")
= f(2°) +grad f(z") - (x — x°) + %(w ~2OTHf(x — 2% - (x — 20
POy« Pleem)tenm) (Loxaxm) §7GT D

21
Zum Vergleich T5 im R!:
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Beispiel: z° = (1,0)7

Wert in (1, )
9 Ne’ ] —

f(ian) = y2 COS(TI’x) +ZC€y /]

fo(z,y) = —7Ty Sln(ﬂ'aj) + e?j \&

fy(z,y) = 2y Cos(mc) + ey 1

fxaz(aj y) Wg COS(T(',CE) @) —
. fay(z,y) = —2my sin(nz) 4 €Y A
y A

fyy(x,y) =2 cos(mz) + ze¥ i
L =S (N + A e

=0y + L00) cxoxay o £, ()52

T 0L () oty (S) (o230

1 — y z}
‘@3‘( QO)(S"\Q“)(X-’(:’) 4—?33(0)(\3—\50)
= l]
= A 4 A (x=4) 44 (N-°) ¢ ..z_.l [2./{(,(,/{)(5_0) :44'(\5‘0)




_ [0
Beweisidee des Satzes: (Folie 59 Prof. Iske) q(=) = '(:( )

A

Betrachte fiir feste  und x” die skalare Funktion S = Jr( > )

g:(=¢1 +f__) — R, g(t) := f(z° +t(x — ).

Es ist g(0) = f(2°), g(1) = f(=). o L

Taylorpolynom m—ten Grades von g mit Entwicklungspunkt ¢y = 0 ausgewertet
int=1:

T, (1;0) - 9(0) + 9/1(!0)(1 —0) + g/;(!o)(l 024 9(m>'(0)(1 — )™

m! L

Mit einem geeignetem 6 € (0,1) gilt:
- i ‘/
g (0)

f(x) :{g(l) = T,n(1;0) + Rin(150) = Tpn(1;0) + Syt (1 — O)mj

Zeige per Induktion und Kettenregel:

gV () = (& —2°) VI 204 @ ay)
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Ao WA i S. = A&

Fehlerabschiatzung: N = e,
m—+1
Ry (x; %) = ﬁ (z—2°)"V] f(x'+0(x — xV))

Enthalt alle Ableitungen (m + 1)—ter Ordnung. Man kann zeigen, dass mit

n := Dimension des Raumes => Jn* (formal) verschiedene k—te Ableitungen

— \&_

m+1 s :_QUA
Ry (x; 2°) = m (eine (m + 1)—te Ableitung) - (x4 — 22) - - - (w7 — 29)
j=1 - = —
v~ 1+ A Ul o mme r —

C' := gemeinsame obere Schranke fiir die Betrage aller Ableitungen der Ordnung
m + 1 in allen Punkten x 4+ 0(x — x(), 6 € (0,1)

m—l—l

Ron(320)| < 2o

C'||a — aol|7e™
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A

(m-& L) "_

n™mt1

ZZ () be A"‘“‘) (K_-%2) -

- <)

o~ A UL n—r~
A
5 —_ L .._'5\
A )bl Kb X — "\ (< —>=
= oo z |- S — s
\_______7\%— = | > —=<"Voo
C Y —
Y™ 4 A N N M+ A
_ S I e 12
T KW\ JM\(
A AN
e ) - ()
X € T o9 A A') < X o =
. - e J w2\ ,(y-9=\
N < LU-e.0s o.os ) D=9 - {QA ©.oS



In unserem Beispiel f(x,y) = y? cos(mx) + ze? mit ° = (1,0)7 ~
3
\,L,,,,( ; \n 9" sia (n-,z)\ LPCE_)
fra(x,y) = —m2y? Cos(mc)/ 1 tes
o 7 \\Fg"’f-x\ﬁ& - \_-nz LD co S (V‘\x) \
£ o x £ 6o
foy(z,y) = =27y sin(mz) +e¥ — 73 = %2, = = o

\‘\S""‘B'ﬁ _—:&__?.1'\5'\’\(7\»:)_‘_@

fya;(x‘,y) = —2my sin(7x) + €Y &_ .

T NS :@
fyy(,y) =2 cos(mzx) + xe¥ o2 = 6 .S 4N
S— ¢
\%355\; \w e \ = 1.4 2 %
nmt1 2+4 |
|Rm(l’,$0)| S (m—|—1)'C||w_€Bo||m+1 _ -2, ) g (
C2.n) 0
_ 4 g A o SZ -

= 3 A.b-_—_,o gom"b
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Beispiel: (Folie 60 Prof. Iske)

f(xvya Z) - Ty Sin(z)

folz,y,2) = y? sin( O

fy(®,y,2) = 2y sin(z) N

fz(xy, )—:Cyzcos(z) ’Q}(/\lzfg) :4"2_/\:,_14

fCUCU(aj Y, = ) —

foy(x,y,2) = 2y sin(z) O N

fzzsz(aj Y, =< ) — y OS(Z) —-Q - 2. A = L‘
fuy(z,y,2) = 2x sin(z) CK)%

fz:g z: ;i ixxyyCZiflil) S~ gtz =) =24

=&
/A f;_ p
( )(1)) - 1[( (x'x")*'{j(f;)fj-f‘jo)

;

0~ X

)

(2 -2-
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X

- ngfa (2)( D)=

G(z-o) + A7 20"

) (x-2-)

(}(_,{>(2~ )
+ 2. ‘{(3“2>(% >



