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Betrachte: f: D — R, x — f(x), D C R" offen, & =

Beispiel: Zustandsgleichung eines idealen Gases

p = Druck, V' = Volumen, T' = Temperatur, R = universelle Gaskonstante

R-T _
Dann ist zum Beispiel: V = V(p,T) = —— = R.- 1. © / ‘_é_ﬂ
b ot =
X A

Frage: mit welcher Rate andert sich V' in Abhangigkeit von T' bzw. p

V(p—l—Ap,T)—V(p,T) > )XLSL V\G-J\—gﬁ \/\P (e{{\

Ap A‘o__:po

—
L2 V(e ) =RTC0)
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Definition: partielle Ableitung
f:D—R,x— f(x), DC R" offen, z° € D

e f heiBt in :I::é nach z; partiell differenzierbar, wenn der Grenwert

of fx+ he;) — f(x)
(’9:1:]( ) = (@) = at sz
(o) )
i) o
T 1 37':—1 Lji-1
o flzl—% E f .Cl?jj—l:__@ N f ZJU]
Lj+1 Lj+1

existiert.

0

o f heiBt partiell diff.bar in % wenn f in x° nach allen Komponenten

x1, ... ,x, part. diff.bar ist.




o f heiBt stetig partiell diff.bar in D, wenn alle f,, 7 = 1,...,n fir alle

Punkte aus D existieren und stetig sind. (C*— Funktion)

/ L( an § 4
Beispiel: f(z,y) := 2” + 2xy + sin(y?
0 _ _ o St Axy) — fz,y)
gt &Y = Lelwy) =, o Az
— = — —
— lim (z + Az)* + 2(z + Az)y +sin(y) — (z* 4 2zy + sin(y))
Ax—0 Ax

L
Wy Lx A + Ax —
Aoxex X 77

— lim ((:1:+A:1:)2—;r;2 N 2y (2 + Ax) —2%+

Ax Ax

Ax—0

b (Z,X/Sx—% N PR

DD

sin(y) — Sin(y)>

Ax



iti
mn

KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER

TUHH

Differentiationsregeln.

e Sind f, g partiell nach x; differenzierbar, «, p € R,
0

so gelten die Regeln

of 0g
5 (6F00 o)) = ag(x) + B (x)
0 of 0
—(fx)-9(x)) = ==(x)g(x) +f(x) - = (x)
X1 y axi / axi
C 4 9) = £ = £ u
of 0g
(x) - g(x) = f(x) - =—(x)
0 (f(x)) _ X3 fir g(x) %0
oxi \ g(x) g(x)? / |
~ [
e Man verwendet alternativ die Bezeichnungen (i 5 B fs-9 3
< =
D;f(x°) oder fr. (x°) S5
fiir die partielle Ableitung von f(x) nach x; in x°.
]
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il KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER

TUHH

Gradient und Nabla-Operator.

Definition: Sei f: D — R, D C R™ offen, und partiell differenzierbar.

e Man bezeichnet den Zeilenvektor
of of
grad f(xo) — (%(xo), ey E(x%)

als Gradient von f(x) in x°.

o Weiterhin bezeichnet man dgn.---symbo/'ischen"-\/ektar‘___‘_‘_

.
™
N\
)

0 0\
Cve (2 )
0X1 OXn
als Nabla-Operator.
e So bekommt man den Spaltenvektor

.
__Vf(xo) = ( of (x°) of (x0)> .

0X 1 ©T 0%
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UH
il KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Weitere Differentiationsregeln. Seien f(x) und g(x) partiell
differenzierbar. Dann gelten die folgenden Differentiationsregeln.

grad (af + Bg) = o-gradf+f-gradg
grad(f-g) = g-gradf+f-gradg
f ] )
grad g — ?(g-gradf—f-gradg) fir g #0
Beispiele:
2 X S &2 c KQ
— pX N Kﬁ‘“ — /
e Sei f(x,y) L@ Dann | gilt: 23 ) = x
grad f(x,y) @?x cosy e*(siny, cosy)
o Fiir r(x) :=||x|][2 = /%5 + ...+ x2 gilt
X X
radr(x) = — = ——  fiir (x #0),
; ) T2 :
wobei x = (x1,...,xn) Zeilenvektor.
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Beispiel: r(z) = ||z|2 = V22 + 22+ ... + :c%

A
0 O -
57/ (@) = @T ($1+$2+ T )1/2 <\’<" o+ X)) (<A 4 %)
L1 I1
L_-—‘Q/—d
A 2> 4
7 2 - /;_)_
— ‘ﬁi ("’44 + - + X ) <,
_ > A
R
o () S ~ = %'f:u
—r(e)= —
(9:133 '{, \\ 2
> A Vake ) (K“f"'!%m>
gadr(@)= (— = /1 ) (%)
¥ (X
. s




ACHTUNG: Die partiellen Ableitungen sagen etwas dariiber aus, wie sich
die Funktionswerte in einem Punkt andern, wenn man an einer Koordinate
dieses Punktes wackelt. Sie sagen nichts dariiber aus, was passiert wenn man
an mehreren Koordinaten gleichzeitig wackelt.

Aus der partiellen Differenzierbarkeit folgt nicht einmal die Stetigkeit!
Stetigkeit:

Gegeben: Funktion f : D — R, D CR"

—_—
EE—

f heiBt stetig in x € D <= fiir jede Folge (x;,)nen aus D

lim x, -« = lim f(x,) — f(x).
n— 00 n—oo

f heiBt stetig (in D) < f stetig in jedem Punkt aus D.



il KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER

TUHH

Partiell differenzierbar impliziert nicht Stetigkeit.

Beobachtung: Eine (nach allen Koordinaten) partiell differenzierbare Funktion

ist im Allgemeinen nicht stetig.

Gegenbeispiel: Betrachte die Funktion f : R? — R, definiert durch

/P
Q)
( x;-’y
fir (x,y) #0
flx,y) = § 02TV o
|0 fiir (x,y) =0 N
Die Funktion f(x,y) ist auf ganz R? partiell differenzierbar, und es gilt
f(0,0) = f,(0,0)=0 S5 wnten
) X 7
- \x
of Ly Zy
-— =1/ — 4 fi 0,0
af X xy?
— — 4 fil 0,0
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A KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH
<
. . X (0,0): (X\\ =
Beispiel (Fortsetzung). 3% fla) (x*4y?)*"
Berechnung der partiellen Ableitungen im Ursprung (0, 0):
t-0 0
of f(t,0) — f 24022
0,00 = fim OO0y (EHFO0T7
0Xx t—0 t t—0 t
0-t
_ 2 22
a—]C(O,O) = |im f0,t) — f(0,0) = lim (0% +t7) =0 1
o0y t—0 t t—0 t
Aber: Im Nullpunkt (0,0) ist die Funktion nicht stetig, denn S
1 1 1.1 1 2
||m f(—)—): n_n 2:11'1 = — 00
n—eo \M’'m (L1412 & 4

und somit gilt
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il KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Bemerkung. Um die Stetigkeit einer partiell differenzierbaren Funktion f
zu garantieren, bendtigt man somit zusatzliche Voraussetzungen an f.

Satz: Ist f: D — R, D C R™ offen, in einer Umgebung von x° € D partiell
of .

7

i=1,...,n, dort
0X;

differenzierbar, und sind die partiellen Ableitungen

beschrinkt, so ist f(x) stetig in x°.

._—_____________...;-'"’
Beachte: In unserem vorigen Beispiel sind die partiellen Ableitungen von f in
einer Umgebung der Null (0,0) nicht beschrankt, denn es gilt

4 x*y
0x (%2 +y?)? (x2 +y?)3

fir (x,y) # (0,0).
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il KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

2t \\%—'%q\\w —> O \(Y\On\x \F-;{Jx:)\
: S
Beweis des Satzes. (Lo - Fo =0
Fiir ||x —x°||sc < &, mit € > 0 hinreichend klein, schreiben wir: . )
£ (e x)
f(X) - f(xo) — f(X] y y Xn—1 )XTL) :_f_( _1 y >Xn—_> X%)) =
i_:_(;f_x1 y )X_TI_:BX%) fi(?g y y Xn—2, 7191_—_] y X%))
F(FOay Xy xXR) = Fx, X0, X0 g, X))
+ (f(X],Xg, >X?1) —f(X?, )XSL))
Fiir jede Differenz auf der rechten Seite betrachten wir f als univariate Funktion:
N(2Y) = 4 Ui xa, -, Xnoa, 2)
g(xn) - Q(X?l) = f(X] yoooyXn—1 )XTL) - f(X] yoooy Xn—1 )X?l)
—_— S — —

Da f partiell differenzierbar, ist g differenzierbar und es gilt der Mittelwertsatz
(<~ — 5&'%?3 |
= = 0g0m) = gxR) = 9 (En) (xn = X))

—_—
X — A _ .
. . . N $.)
fiir ein geeignetes &,, zwischen x,, und x%. (a » 'F (
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il KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Vollendung des Beweises.

Anwendung des Mittelwertsatzes auf jeden Term der rechten Seite ergibt somit

f 9
0~ F6) = ot En) (e —x3) 5 F [ =0
om
of
d (X1 yoooy Xn—2, En—1 >XSL) ) (XTL—1 _XSL—])
Xn—1

-

of
ﬁ(&,xg,---,Xﬂ)-(m—X?) o
| x ===z
Mit der Beschranktheit der partiellen Ableitungen gilt =

—~—

f(x) — f(x°)] < Cihxg — X?\ +...+ Chlxn — X?m‘ L n.C k-+\ 0

fiir [[x — x°||so < €, und damit ist f(x) stetig in x°, denn es gilt
f(x) — f(x°) fiir [[x — x%[|os — O. H

Folgerung: Stetig partiell differenzierbare Funktionen sind stetig, d.h. C!' ¢ C°.
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KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Hohere Ableitungen.

Definition: Eine skalare Funktion f(x) sei auf einer offenen Menge D C R™
partiell differenzierbar. Sind die partiellen Ableitungen von f erneut partiell
differenzierbar, so erhalt man samtliche partiellen Ableitungen zweiter

Ordnung von f mit

S

o - al\"" ot firi,j =1 n
an aXi — aX) aXi y) — Iy, T

- —

Beispiel: Partielle Ableitungen zweiter Ordnung einer Funktion f(x,y):

22 @ (of\ @M _ 3 [of\ @} 9%
ox2  9x \dx/’' 0ydx dy \dx/’' Oxdy  dy?

Seien nun i7,...,1x €{1,...,n}. Dann definiert man rekursiv

o%f 0 ok
aXik 6x1k_] ce 6xi1 o aXik axik_1 aXik_z co axi1

ANALYsIS II1 TUHH, WINTERSEMESTER 2007 /2008 ARMIN ISKE 17
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Beispiel: f(x,y) ::f +2:Cy + sin(y)

J 0
/ 5_ 0 - o2
\?—y/@—xf(l’a Y) Oy &Cf(zc, Y) (@(:C, y)
/5\ 0 )

\@b_f(xay) — %fy(may) = fyg(may) —

Hier: fy, = fyz. Ist das immer so?

f(z,y) = fy(z,y) =2y + cos(y)

!

)+ O

A

Ab



il KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Ableitungen hoéherer Ordnung.

Definition: Die Funktion f(x) heiBt k-fach partiell differenzierbar,
falls alle Ableitungen

ok f y . .
fir alleiq,..., i, €{1,...,n}
aXik aXik_1 co aXi1
der Ordnung k auf D existieren.
Alternative Notation:
okf
= D;. D; LD =1y o .
aXik aXik_1 A axﬁ Ve T e Y iy Xig Xy

Sind alle Ableitungen k-ter Ordnung stetig, so heiSt die Funktion f(x) k-fach
stetig partiell differenzierbar oder auch C*¥-Funktion auf D. Stetige
Funktionen f(x) nennt man C°-Funktionen. ]

o f 9
0Xn...0X1

Beispiel: Fiir die Funktion f(x1,...,xn) = [[i; x! gilt
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il KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Partielle Ableitungen nicht beliebig vertauschbar.

ACHTUNG: Die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen durchzufiihren
sind, ist im Allgemeinen nicht beliebig vertauschbar!

Beispiel: Fiir die Funktion

. /
¢ L2 2
s =Y i (xu) # (0,0)
x4 4yt A -
f(x,y) =« R — #p >
L0 fiir (x,y) = (0,0)
berechnet man direkt
0 [ of
fxy(0>o) — @(&(QO)) = —1
7
0 [ of
fyx(0,0) = a(&(oﬁ)) = +1
d.h. 4, (0,0) # f,x(0,0). (]
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flz,y) = @; :L zg ) (@) #(0,0),  f(0,0):=0.
h_— 0,0 _ o
fx(0,0):f( ’O)hf(7 ): O — O
f4(0,0) = S0, h) ; f(0,0) _ Q__;ﬁ _Q
/ A~
fgl\ n a
2 .2 9 v o ) . -,
W |
— N °=2 4+ Q
f2y(0,0) = fx(0,h) — f(0,0) _ e T

h

Analog rechnet man

11

A9
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il KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Vertauschbarkeitssatz von Schwarz.

Satz: Ist f: D — R, D C R™ offen, eine C2-Funktion, so gilt

azf aZf
dx; 0% (X1,...,Xn) = Ix10x; (X1,.++yXn) fiir alle i,j € {1,...,n}.
Beweisidee: Zweifache Anwendung des Mittelwertsatzes (Ubung). []

Folgerung: Ist f(x) eine C*-Funktion, so kann man die Reihenfolge der
Differentiationen zur Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur k-ten
Ordnung beliebig vertauschen! L]
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il KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

BEiSpiEl. Berechne fiir die Funktion

f(x,y,z) = y?zsin(x>) + (coshy + 17€XZ)ZZ

die partielle Ableitung dritter Ordnung f,,..

Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen ist beliebig vertauschbar, da f € C3.

e Differenziere zunachst nach z:
f,(x,y,2z) =y?sin(x>) 4+ 2z(coshy + 17exz)

e Differenziere dann f, nach x (damit fillt coshy raus):

0
fox(X,Y,2) = ™ ( 2sin(x3) + 2z(coshy + 17exz))

— 3x%y?cos(x’) + 68xze*
e Fiir die partielle Ableitung von f,, nach y erhalten wir schlieBlich

fxyz(x>y> Z) — 6X2y COS(XS)
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il KAPITEL 17: DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Der Laplace-Operator. Der Laplace-0Operator ist definiert durch
QL 2

. —

-+ =+
DXy gxt_

e Beispiele fiir (relevante) partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung:

Au — C]_zutt = 0 (Wellengleichung) Do ) - %1- Tk
1 = \J\xx’“\)‘\/\/*v\z% “fi}ulﬁl‘:
Au — LUt = 0 (Warmeleitungsgleichung)
Au = 0 (Laplace-Gleichung oder Potentialgleichung)
e Falls Au =0, so heiBt f harmonisch.
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Beispiel: Fiir u(x)

Au

u(r(x)), kurz u=u(r), wobei r = |[x]|2, gilt

AnNAvLysis IT1
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