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Sie haben 60 Minuten Zeit zum Bearbeiten der Klausur.

Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt
mit Threm Namen und Threr Matrikelnummer.

Tragen Sie bitte zunéchst Thren Namen, Thren Vornamen und Thre Matrikelnum-
mer in DRUCKSCHRIFT in die folgenden jeweils dafiir vorgesehenen Felder

€111.

Diese Eintragungen werden auf Datentrédger gespeichert.

Name:

Vorname:

Matr.-Nr.:
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Wertung nach DPO : | zus. mit Differentialgleichungen I | | | Einzelwertung | |

Ich bin dariiber belehrt worden, dass die von mir zu erbringende Priifungsleistung
nur dann bewertet wird, wenn die Nachpriifung durch das Zentrale Priifungsamt
der TUHH meine offizielle Zulassung vor Beginn der Priifung ergibt.

(Unterschrift)

Losen Sie die 3 angegebenen Aufgaben.

Aufg. Punkte Korrekteur
1

2
3
3 .
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Aufgabe 1) (2 + 3 + 3 Punkte)

Gesucht sind die Minima der Funktion
flay) = et —a? — g2
unter der Nebenbedingung

g(x,y) := 22* + 2y* — 5z + 3y = 0.

a) Zeigen Sie, dass Py = (2, —2)T ein zuléssiger Punkt ist, in dem die Regu-
laritdtsbedingung erfiillt ist.

b) Weisen Sie nach, dass Py = (2, —2)7 zusammen mit einem geeigneten
Multiplikator ein stationdrer Punkt der zugehorigen Lagrange-Funktion ist.

c) Zeigen Sie, dass im Punkt Py = (2, —2)" ein lokales Minimum der Funk-
tion f unter der gegebenen Nebenbedingung vorliegt. Uberpriifen Sie dazu
die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung.

Loésungsskizze

a) Zuldssigkeit: g(2,—2) = 2:2242-(—-2)2=52+3:(—2) = 8+8—10—6 = 0.
(1 Punkt)

Regularitatsbedingung: grad ¢(z,y) = (4o — 5,4y + 3)
= ¢(2,—2) = (3, =5) # (0,0). (1 Punkt)

b) Mit F' = f+ Ag muss fiir den stationdren Punkt gelten:

Fo(z,y,\) = "t — 22 + N4z —5) =0,
Fy(z,y,\) = € — 2y + A4y + 3) = 0.(1 Punkt)

Im gegebenen Punkt also

Fo(2,-2,0) =€ —4 +A3) = =3 +3\=0,
F,(z,y,\) = ¢ + 4 + A\(=5) = 5 — 5\ = 0.(1 Punkt)
Beide Bedingungen werden offensichtlich mit A = 1 erfiillt. (1 Punkt)

erty — 2 4 4\ e*ty
ety ety — 2 + 4\

In unserem Punkt ist die Hessematrix gegeben durch:

H(2,-2;1) = (‘:’ ;) . (1 Punkt)

— Anwendung von Gerschgorin oder
—det H(2,-2;1)=9—1>0 und H(2,—-2;1);; =3 >0 oder
— Berechnung der Eigenwerte: (3—A\)?—-1=0= M\2=3+1>0

c) Die Hessematrix ist H(z,y; \) = ( ) (1 Punkt)

zeigt, dass die Matrix positivdefinit ist. Es liegt ein Minimum vor. (1 Punkt)
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Aufgabe 2: (2 + 4 Punkte)
Gegeben sind die Funktion

FR SR, f(ry2) = (22, yz, —))T
und die Kurve

c : [0, 7] =R c(t) = (t, 3sin(t), 3cos(t))”.
a) Zeigen Sie, dass die Funktion f kein Potential auf R?® besitzt.

b) Berechnen Sie das Kurvenintegral
/ f(zy,2)d(z,y,2).
c
Loésungsskizze zur Aufgabe 2:

a) Sei ¢ ein Potential fiir f . Dann gilt
o, =2z, &, =yz, P,= -y .

O, =22 = P(x,y,2) = 22z + c(y,2)

q)y = Cy(?/a Z) = Yz — C(y7Z) =
Lo

= O(z,y,2) = 222z + 5%y +d(z)

1
. =2 + 5y’ +d(2) =y nicht erfiillbar!

Alternativ: Der R? ist einfach zusammenhingend. Es gibt genau dann ein

Potential wenn rotf = 0 auf R? gilt. Man rechnet zum Beispiel:

(f:=2 # (fs)=0.
Es gibt also kein Potential zu f . (2 Punkte)

b)
/f(iv,y,Z)d(x,y,z) = /07r < f(c(®)), é(t) > dt

6 cos(t) 1

— /7r < | 9sin(t) cos(t) | , | 3cos(t)
0 —9sin?(t) —3sin(t)

(2 Punkte)

= /7r 6 cos(t) + 27sin(t) cos®(t) + 27sin®(t)sin(t) dt
— /7r 6 cos(t) + 27sin(t) (cos?(t) + sin?(t)) dt

—/ 6 cos(t) + 27sin(t) dt
0

= [6sin(t) — 27cos(t)]; = 0 — 0+ 27 — (—27) = 54.(2 Punkte)
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Aufgabe 3: (5 + 1 Punkte)
Gegeben sei der Kegel

x
Z R, Z= y| 0 < 2®+9? < 1,0 <z <4—4x2+4 2
z

Der Kegel habe die konstante Dichte p = 2 und damit die Masse m =

wloo
N

a) Berechnen Sie das Tragheitsmoment des Kegels beziiglich der z— Achse
mittels Integration.

b) Berechnen Sie das Triagheitsmoment des Kegels beziiglich einer zur z— Achse
parallelen Achse A, die durch den Punkt (£,0,0)" geht.

Losung zu Aufgabe 3)

a) (5 Punkte)

Transformation:

r = rcos(p), y= rsin(y), z = z.

Fiir die Jacobi-Matrix J der Koordinatentransformation gilt det J = r
Fiir die Parameter gilt: » € [0,1], ¢ € [0,27], z € [0,4 — 4r]. (1 Punkt)
Fiir den Abstand d des Punktes (z,y,2)? zur z— Achse erhilt man:

d*> = 2+ y* = r*. (1 Punkt)

Fiir das gesuchte Tragheitsmoment rechnet man:

4-dr  p2r

6, —/ / / p-r*-rdpdzdr(1 Punkt)

=2 / / P2 dzdr = 4 - / P [2]g " dr
0

4 0 4
= 47?/ 4r° — drtdr = 47 {r‘l - —r51 S .(2 Punkte)
0 5 ], 5

b) (1 Punkt)
Nach der Steinerschen Formel gilt:
04 = 0, + m-d*, wobei d der Abstand der Achse A zur z— Achse ist.
Somit folgt
47 8t 32 34w

0, = — 4 2.2 0
A= 5ty e 5



